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FOREWORD 


我 国电 子 信息 产业 销售 收入 总 规模 在 2013 年 已 经 突破 12 万 亿 元 ,行业 收入 占 工 业 总 
体 比 重 已 经 超过 9%% 。 电 子 信息 产业 在 工业 经 济 中 的 支撑 作用 凸显 ,更 加 促进 了 信息 化 和 
工业 化 的 高 层次 深度 融合 。 随 着 移动 互联 网 、 云 计算 、 物 联网 .大 数据 和 石墨 烯 等 新 兴 产 业 
的 爆发 式 增长 ,电子 信息 产业 的 发 展 旦 现 了 新 的 特点 ,电子 信息 产业 的 人 才 培 养 面临 着 新 的 
挑战 。 

(1) 随 着 控制 .通信 、 人 机 交互 和 网 络 互联 等 新 兴 电 子 信息 技术 的 不 断 发 展 ,传统 工业 
设备 融合 了 大 量 最 新 的 电子 信息 技术 ,它们 一 起 构成 了 庞大 而 复杂 的 系统 ,派生 出 大 量 新 兴 
的 电子 信息 技术 应 用 需求 。 这 些 “ 系 统 级 ”的 应 用 需求 ,迫切 要 求 具 有 系统 级 设计 能 力 的 电 
子 信息 技术 人 才 。 

(2) 电子 信息 系统 设备 的 功能 越 来 越 复杂 ,系统 的 集成 度 越 来 越 高 。 因 此 ,要 求 未 来 的 
设计 者 应 该 具备 更 扎实 的 理论 基础 知识 和 更 宽广 的 专业 视野 。 未 来 电子 信息 系统 的 设计 越 
来 越 要 求 软件 和 硬件 的 协同 规划 、 协 同 设计 和 协同 调试 。 

(3) 新 兴 电 子 信息 技术 的 发 展 依赖 于 半导体 产业 的 不 断 推动 ,半导体 厂商 为 设计 者 提 
供 了 越 来 越 丰富 的 生态 资源 ,系统 集成 厂商 的 全 方位 配合 又 加 速 了 这 种 生态 资源 的 进一步 
完善 。 半 导体 厂商 和 系统 集成 厂商 所 建立 的 这 种 生态 系统 ,为 未 来 的 设计 者 提供 了 更 加 便 
捷 却 又 必须 依赖 的 设计 资源 。 

教育 部 2012 年 颁布 了 新 版 (高 等 学 校本 科 专 业 目 录 》, 将 电子 信息 类 专业 进行 了 整合 ， 
为 各 高 校 建立 系统 化 的 人 才 培 养 体系 ,培养 具有 扎实 理论 基础 和 宽广 专业 技能 的 、 兼 顾 * 基 
础 "和 “系统 ”的 高 层次 电子 信息 人 才 给 出 了 指引 。 

传统 的 电子 信息 学 科 专 业 课程 体系 呈现 “ 自 底 向 上 ”的 特点 ,这 种 课程 体系 偏重 对 底层 
元 器 件 的 分 析 与 设计 , 较 少 涉及 系统 级 的 集成 与 设计 。 近 年 来 ,国内 很 多 高 校对 电子 信息 类 
专业 课程 体系 进行 了 大 力度 的 改革 ,这 些 改革 顺应 时 代 潮 流 , 从 系统 集成 的 角度 ,更 加 科学 
合理 地 构建 了 课程 体系 。 

为 了 进一步 提高 普通 高 校 电子 信息 类 专业 教育 与 教学 质量 ,贯彻 落实 (国家 中 长 期 教育 
改革 和 发 展 规划 纲要 (2010 一 2020 年 )》 和 《教育 部 关于 全 面 提高 高 等 教育 质量 若干 意见 》 
( 教 高 201234 号 ) 的 精神 ,教育 部 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 教学 指导 委员 会 开展 了 “高 等 学 
校 电 子 信息 类 专业 课程 体系 ”的 立项 研究 工作 ,并 于 2014 年 5 月 启动 了 《高 等 学 校 电子 信息 
类 专业 系列 教材 六 教育 部 高 等 学 校 电 子 信息 类 专业 教学 指导 委员 会 规划 教材 ) 的 建设 工作 。 
其 目的 是 为 推进 高 等 教育 内 涵 式 发 展 , 提 高 教学 水 平 ,满足 高 等 学 校对 电子 信息 类 专业 人 才 
培养 教学 改革 与 课程 改革 的 需要 。 

本 系列 教材 定位 于 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 的 专业 课程 ,适用 于 电子 信息 类 的 电子 信 
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息 工 程 . 电 子 科学 与 技术 ,通信 工程 微 电 子 科学 与 工程 .光电 信息 科学 与 工程 .信息 工 程 及 
其 相近 专业 。 经 过 编审 委员 会 与 众多 高 校 多 次 沟通 ,初步 拟定 分 批 次 (2014 一 2017 年 ) 建 设 
约 100 门 课程 教材 。 本 系列 教材 将 力求 在 保证 基础 的 前 提 下 ,突出 技术 的 先进 性 和 科学 的 
前 沿 性 ,体现 创新 教学 和 工程 实践 教学 ; 将 重视 系统 集成 思想 在 教学 中 的 体现 ,鼓励 推 陈 出 
新 ,采用 “ 自 顶 向 下 ”的 方法 编写 教材 ; 将 注重 反映 优秀 的 教学 改革 成 果 , 推 广 优秀 的 教学 经 
验 与 理念 。 

为 了 保证 本 系列 教材 的 科学 性 、 系 统 性 及 编写 质量 ,本 系列 教材 设立 顾问 委员 会 及 编审 
委员 会 。 顾 问 委 员 会 由 教 指 委 高 级 顾问 、 特 约 高 级 顾问 和 国家 级 教学 名 师 担任 ,编审 委员 会 
由 教育 部 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 教学 指导 委员 会 委员 和 一 线 教学 名 师 组 成 。 同 时 ,清华 
大 学 出 版 社 为 本 系列 教材 配置 优秀 的 编辑 团队 ,力求 高 水 准 出 版 。 本 系列 教材 的 建设 ,不 仅 
有 众多 高 校 教师 参与 ,也 有 大 量 知名 的 电子 信息 类 企业 支持 。 在 此 ,并 向 参与 本 系列 教材 策 
划 、` 组 织 、 编 写 与 出 版 的 广大 教师 .企业 代表 及 出 版 人 员 致 以 诚挚 的 感谢 ,并 殷切 希望 本 系列 
教材 在 我 国 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 人 才 培 养 与 课程 体系 建设 中 发 挥 切实 的 作用 。 
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“信和 号 与 系统 ”课程 是 高 等 工科 院 校 通信 工程 .电子 信息 工程 .自动 化 .电子 科学 与 技术 、 
计算 机 科学 与 技术 等 专业 的 一 门 重要 的 专业 基础 课程 。 该 课程 的 主要 任务 是 : 为 学 生 学 习 
后 续 课 程 和 今后 工作 奠定 必要 的 理论 基础 ,培养 学 生养 成 良好 的 学 习习 惯 和 科学 的 思维 方 
法 ,着 力 提 高 学 生 应 用 系统 的 思想 和 方法 分 析 和 解决 客观 世界 实际 问题 的 能 力 。 随 着 信息 
科学 与 技术 的 迅速 发 展 , 该 课程 的 应 用 领域 也 越 来 越 广泛 ,几乎 遍及 各 个 工程 技术 学 科 。 由 
于 信号 是 信息 的 载体 ,系统 是 信息 处 理 的 手段 ,因此 ,作为 研究 信号 与 系统 基本 理论 和 方法 
的 “信号 与 系统 ”课程 ,必然 要 与 信息 科学 技术 的 发 展 趋势 相 一 致 ,为 此 ,本 书 编者 结合 自身 
教学 改革 与 实践 的 成 果 , 在 参阅 国内 外 相关 优秀 教材 的 基础 上 ,编写 了 本 教材 。 

本 书 根据 电子 信息 类 专业 教学 指导 委员 会 关于 “信号 与 系统 "课程 教学 基本 要 求 ,贯彻 
工科 专业 基础 课 教材 立足 于 “加 强 基础 , 精 选 内 容 ; 结合 实际 ,逐步 更 新 ; 突出 重点 ,利于 教 
学 ”的 指导 思想 精心 编写 而 成 。 在 构架 上 ,本 书 采用 先 “ 信 号 分 析 ” 后 “系统 分 析 ”, 先 “连续 ” 
后 “离散 ”, 先 “时 域 " 后 “变换 域 ” 的 模式 , 既 体现 了 信号 与 系统 两 者 之 间 理 论 分 析 上 相对 独立 
和 内 容 上 相互 并 行 的 特点 ,又 遵循 了 先 易 后 难 、 循 序 渐进 的 教学 原则 。 在 编写 上 ,本 书 强调 
基本 理论 .基本 概念 和 基本 方法 ,遵循 由 浅 入 深 、 循 序 渐进 的 教学 规律 ,系统 地 组 织 教 学 内 
容 , 以 MATLAB 应 用 为 手段 ,将 经 典 理论 与 现代 计算 技术 相 结合 ,注重 概念 ,突出 应 用 ,图 
文 并 茂 , 有 利于 读者 理解 与 掌握 本 课程 知识 点 。 同 时 ,本 书 注重 重点 和 难点 的 诠释 与 分 析 ， 
为 了 便于 教学 和 加 深 读者 对 基本 概念 的 理解 并 方便 读者 的 自 查 自 检 ,本 书 配 有 大 量 例题 和 
习题 。 

本 书 主要 阐述 信号 的 时 域 与 变换 域 分 析 ,线性 时 不 变 系统 的 描述 与 特性 ,信号 通过 线性 
时 不 变 系统 的 时 域 与 变换 域 分 析 方法 ,并 简要 介绍 了 频 域 分 析 与 复 频 域 分 析 在 通信 系统 和 
控制 系统 等 方面 的 应 用 。 

本 书 绪论 介绍 信号 与 系统 的 基本 概念 及 MATLAB 软件 平台 ; 第 1 章 介绍 常用 连续 时 
间 信 和 号、 连续 时 间 信 号 的 基本 运算 与 分 解 ; 第 2 章 介绍 系统 的 分 类 、 卷 积 及 其 性 质 以 及 LTI 
系统 响应 的 求解 ; 第 3 章 介 绍 周期 信号 的 傅 里 叶 级 数 . 非 周期 信号 的 傅 里 叶 变换 及 其 性 质 、 
LTI 连续 系统 的 频 域 分 析 方法 ; 第 4 章 介 绍 拉 普 拉 斯 变换 及 其 性 质 、. 单 边 拉 普 拉 斯 的 逆 变 
换 、. 连 续 系统 的 拉 普 拉 斯 分 析 、 系 统 函 数 和 系统 稳定 性 .连续 系统 的 * 域 模拟 ; 第 5 章 介绍 
连续 信号 的 抽样 定理 、 传 里 叶 分 析 在 通信 系统 中 的 应 用 、 拉 普 拉 斯 分 析 在 经 典 控制 中 的 应 
用 ; 第 6 章 介 绍 离散 时 间 基 本 信和 号、 离散 信号 的 卷 积 和 、 离 散 系统 的 算 子 方程 离散 系统 响 
应 的 求解 ; 第 7 章 介绍 Z 变换 及 其 性 质 、Z 逆 变 换 、 离 散 系统 的 Z 域 分 析 、 差 分 方程 的 Z 域 
解 离 散 系 统 的 频率 响应 、 离 散 系统 函数 与 系统 特性 的 关系 、 离 散 系统 的 稳定 性 ; 第 8 章 介 
绍 状态 空间 描述 .连续 系统 状态 空间 方程 的 建立 .连续 系统 状态 空间 方程 的 求解 .离散 系统 
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状态 空间 分 析 、 系 统 函 数 和 矩阵 和 系统 稳定 性 。 

本 书 绪论 .第 1 章 、 第 4 章 和 第 8 章 由 谭 铝 伟 执 笔 , 第 2 章 和 第 3 章 由 汉 桂 执笔 ,第 5 章 
和 第 7 章 由 黄 公 莱 执笔 ,第 6 章 由 胡 朝 炜 执笔 ,全 书 由 谭 铝 伟 统 稿 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 得 到 华侨 大 学 教务 处 、 信 息 科 学 与 工程 学 院 有 关 领 导 和 老师 的 关 
心 与 协作 ,以 及 清华 大 学 出 版 社 盛 东 亮 编辑 `MathWorks 公司 卓 金 武 先生 的 大 力 支持 , 在 
此 一 并 致 以 诚挚 的 感谢 。 

由 于 编者 水 平 有 限 且 时 间 比 较 仓 促 , 书 中 难免 有 欠 妥 之 处 ,恳请 广大 同行 和 读者 批评 
指正 。 


编 者 
2018 年 10 月 15 日 于 厦门 
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CHAPTER 0 


0.1 信号 与 系统 


消息 是 待 传送 的 一 种 以 收 、 发 双方 事先 约定 的 方式 组 成 的 符号 ,包括 语言 ,文字 、 图 像 、 
数据 等。 

信息 是 消息 的 内 容 。 人 们 关注 消息 的 目的 是 为 了 获取 和 利用 其 中 包含 的 信息 。 

信号 是 运载 消息 的 工具 ,是 消息 的 载体 。 通 常 体现 为 随 若干 变量 而 变化 的 某 种 物理 量 ， 
例如 光 信 号 、 声 信号 和 电信 号 等 。 吉 代 人 利用 点 燃 烽火 台 而 产生 的 深 演 狼烟 ,向 远方 传递 敌 
人 入 侵 的 消息 ,这 属于 光 信号 ; 上 课 的 铃声 ,传达 着 上 课时 间 到 了 的 信息 ,这 属于 声 信号 ， 
洲 游 于 太空 中 的 各 种 无 线 电 波 ,畅通 无 阻 的 电话 网 中 的 电流 等 ,都 可 以 用 来 向 远方 传递 各 种 
消息 ,这 属于 电信 号 。 把 消息 变换 成 适合 信道 传 输 的 物理 量 , 如 光 信号 、 电 信号、 声 信号 和 生 
物 信号 等 ,人 们 通过 对 光 , 声 、 电 信号 进行 转换 与 接收 , 才 知道 对 方 要 传达 的 消息 。 

对 信号 分 类 的 方法 有 很 多 ,信号 按 数 学 关系 、 取 值 特征 ,能 晤 功率 ,处 理 分 析 、 所 具有 的 
时 间 函 数 特性 、 取 值 是 否 为 实数 等 ,可 以 分 为 确定 性 信号 和 非 确定 性 信号 、 连 续 信号 和 离散 
信号 .能量 信 号 和 功率 信号 、 时 域 信号 和 频 域 信号 ,时 限 信号 和 频 限 信号 、 实 信号 和 复 信 
号 等 。 

总 而 言 之 ,信号 是 消息 的 物理 体现 。 在 通信 系统 中 ,系统 传输 的 是 信号 ,但 本 质 内 容 是 
消息 。 消 息 包含 在 信号 之 中 ,信号 是 消息 的 载体 。 通 信 的 结果 是 消除 或 部 分 消除 不 确定 性 ， 
从 而 获得 信息 。 

信号 的 波形 特征 包括 : 信号 形状 、 信 号 幅度 .周期 性 信号 的 周期 .脉冲 信号 的 宽度 和 幅 
度 及 信号 边沿 变化 的 快慢 等。 

系统 是 由 若干 相互 作用 和 相互 依赖 的 事物 组 合 而 成 的 ,具有 特定 功能 的 整体 。 如 收音 
机 ,电视 机 ,手机 ,全 球 定位 系统 .雷达 ,通信 网 .计算机 网 等 都 可 以 看 作 系统 ,它们 所 传送 的 
语音 .音乐 .图 像 . 文 字 等 都 可 以 看 作 信 号 。 

信和 号 与 系统 的 概念 常常 紧密 地 联系 在 一 起 ,如 图 0-1 所 示 。 输入 。 .| 加 
信号 是 指 系统 的 输入 和 输出 ,系统 用 于 对 信号 进行 变换 、 处 理 。 信号 ”|[ | 信和 呈 
信号 要 由 不 同 的 系统 来 产生 发送、 接收 .储存 和 处 理 ; 不 同 的 。 图 0-1 信号 与 系统 
系统 会 产生 不 同 的 信号 ; 不 同 的 信号 要 由 不 同 的 系统 来 适应 ， 
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所 以 必须 了 解 和 掌握 系统 的 特性 。 

电 系统 具有 特殊 的 重要 地 位 , 某 个 电路 从 输入 到 输出 是 为 了 完成 某 种 功能 ,如 微分 电 
路 、 积 分 电路 、 放 大 电路 ,也 可 以 称 为 系统 。 在 电子 技术 领域 中 ,系统 .电路 、 网 络 三 个 名 词 在 
一 般 情 况 下 可 以 通用 。 


0.2 连续 和 离散 


连续 信号 是 指 在 自 变量 的 连续 变化 范围 内 都 有 定义 的 信号 。 实 际 系统 中 存在 的 绝 大 多 
数 物理 过 程 或 物理 量 , 都 是 在 时 间 和 幅 值 上 连续 的 量 , 这 类 连续 信号 称 为 模拟 信号 。 处 理 连 
续 信 号 的 系统 是 连续 系统 。 

离散 信号 是 指 仅 在 一 系列 分 离 的 时 间 点 k(k 是 整数 ,k= 二 0, 土 1, 士 2,…) 上 才 有 取 值 的 
一 种 信号 ,也 称 离散 时 间 序 列 。 处 理 离散 信号 的 系统 是 离散 系统 。 

微 积分 是 处 理 连 续 函 数 的 运算 ,包括 导数 和 积分 ,分 别 用 于 测量 函数 的 变化 率 和 函数 图 
形 下 的 面积 或 体积 。 有 了 导数 和 积分 ,可 引入 微分 方程 来 描述 动态 系统 。 

而 处 理 离散 时 间 序 列 , 只 需要 采用 有 限 运 算 , 因 此 求 导 和 积分 被 差分 和 累加 取代 ,而 微 
分 方程 则 由 差分 方程 取代 。 


0.2.1 连续 表示 和 离散 表示 


物质 世界 里 存在 的 现象 一 般 可 用 模拟 信号 来 模拟 ,如 果 要 对 模拟 信号 进行 数字 处 理 , 首 
先 需 要 通过 取样 将 连续 信号 离散 化 ,再 进行 量化 和 编码 。 将 连续 信号 变 成 离散 信号 的 常用 
方法 是 等 间隔 或 不 等 间隔 进行 周期 取样 。 

如 图 0-2 所 示 ,对 连续 信号 /2) 进 行 等 间隔 采样 得 到 


ff) | ir = fART) (一 0, 士 1, 士 2,…) (0-1) 
式 中 ,T 称 为 取样 周期 。 
只 要 取样 周期 工 足够 小 ,可 用 取样 值 来 描述 任 一 个 连 _ 
续 函 数 。 当 取样 间距 小 到 0, 则 取样 函数 /CAT) 与 被 取样 4 kt 
函数 /CO) 相 等 , 当 取 样 间隔 不 为 0, 只 要 根据 采样 定理 即 可 ai 


保证 任意 模拟 信号 能 由 它 的 采样 信号 恢复 。 
通常 将 常数 工 省 略 , 则 离散 信号 用 /(%) 表 示 。 0-2 ”连续 信和 号 的 离散 化 
例如 ,以 T=0.1s 对 正弦 信号 f(z) 一 sin(2rt) 周 期 采 
样 得 到 的 正弦 序列 如 图 0-3 所 示 。 正 弦 序 列 的 表达 式 为 
JE) = sin(2xkT) = sin(0. 2xk) 


0.2.2 导数 和 差分 
连续 时 间 信 号 /Cz) 的 导数 为 
df(2) > 一 要 
dr lim At At 4 
表示 连续 信号 的 变化 率 。 


对 离散 信和 号 ,可 用 两 个 相 邻 序列 值 的 差 值 代替 Af(1) ,用 相应 离散 时 间 之 差 代替 Ar, 即 
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A 


5 10 15 20 25 30 35 40 4 50 
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图 0-3 ”离散 正弦 信号 


得 到 
A 
A = f(k++1)— f(k) (0-3) 
或 
2 = /(k)— /fk—1) (0-4) 


这 种 运算 称 为 差分 。 式 (0-3) 称 为 前 向 差分 , 式 (0-4) 称 为 后 向 差分 ,它们 都 表示 离散 信号 


0.2.3 ”积分 和 累加 
连续 时 间 信 号 /(7) 的 积分 为 
yD) = f+ 0) = | red = lim > /ADA (0-5) 


表示 信号 /(2) 的 波形 在 (一 ,四 区 间 上 所 包含 的 净 面 积 。 
在 离散 信号 中 ,最 小 间隔 Ar 就 是 一 个 单位 时 间 , 即 Ar 二 1, 定 义 离散 积分 的 运算 为 


Ak 


yk) = >， fn) (0-6) 


这 种 运算 又 称 为 离散 信号 的 累加 。 
0.2.4 微分 方程 和 差分 方程 


微分 方程 表征 连续 时 间 系 统 的 动态 特性 , 即 系统 对 输入 信号 iD L 
的 响应 方式 。 不 同类 型 的 系统 ,其 微分 方程 的 形式 也 不 同 。 由 

微分 方程 的 应 用 十 分 广泛 ,可 以 解决 许多 与 导数 有 关 的 问题 。 70 中 R 
例如 电路 系统 的 分 析 。 


如 图 0-4 所 示 的 电路 系统 ,回路 电流 i(1) 和 电压 源 f(7) 的 关 


系 可 用 如 下 的 微分 方程 描述 四 克 由 类 
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LE +RiC) = /() 

微分 方程 的 解 是 一 个 符合 方程 的 函数 。 只 有 少数 简单 的 微分 方程 可 以 求 得 解析 解 。 不 
过 即使 没有 找到 其 解析 解 ,仍然 可 以 确认 其 解 的 部 分 性 质 。 在 无 法 求 得 解析 解 时 ,可 以 利用 
数值 分 析 的 方式 ,利用 计算 机 来 找到 其 数值 解 。 

差分 方程 又 称 递 推 关系 式 , 是 含有 未 知 函 数 及 其 差分 的 方程 。 满 足 该 方程 的 函数 称 为 
差分 方程 的 解 。 

差分 方程 是 微分 方程 的 离散 化 。 一 个 微分 方程 不 一 定 可 以 解 出 精确 的 解 , 把 它 变 成 差 
分 方程 ,就 可 以 求 出 其 近似 的 解 。 

例如 dy 十 yd: 王 0,y(0) 王 1 是 一 个 微分 方程 ,: 取 值 为 [0,1], 此 微分 方程 的 解 为 >(D 一 e 一 。 
要 实现 微分 方程 的 离散 化 ,可 以 把 1 的 区 间 分 割 为 许多 小 区 间 [0,1/nj],[1/n,2/nj],…， 
[C(x—=1)/n,1]。 

这 样 上 述 微 分 方程 可 以 离散 化 为 差分 方程 , 即 

y(C(CR 十 1)/z) 一 y(R/a) + yk/n) (1/n)=0, k=0,1,2,…,n—1 

利用 >(0)=1 的 条 件 ,以 及 上 面 的 差分 方程 ,可 以 计算 出 >(A/z) 的 近似 值 。 


0.3 复数 和 实数 


信号 与 系统 的 大 多 数理 论 是 建立 在 复 变 函数 的 基础 之 上 。 例 如 连续 信号 的 拉 普 拉 斯 变 
换 就 是 复 变量 *=c 十 jo 的 函数 ,离散 时 间 信 号 的 = 变换 也 是 复 变量 = 一 re 的 函数 。 

0.3.1 复数 和 向 量 

任何 一 个 复数 > 一 & 十 这 ,与 平面 直角 坐标 系 的 点 Z(a,0) 是 一 一 对 
应 的 。 同 时 ,复数 ==a 十 这 和 由 原点 O 指向 点 Z 的 向 量 OZ 也 一 一 对 


应 ,如 图 0-5 所 示 。 我 们 常 把 复数 = 一 a 十 这 说 成 点 Z 或 向 量 G 访 。 规 
定 , 相 等 的 向 量 表示 同一 个 复数 。 


= 图 0-5 复数 和 向 量 
复数 的 模 |z| ,也 即 向 量 0Z 的 模 x ,表示 向 量 的 大 小 ,有 
Iz|=|a++jb| Va 十 本 r (0-7) 
复数 的 幅 角 0 表示 向 量 0> 的 方向 ,有 
0= arctan(£) (0-8) 
因此 ,复数 也 可 用 极 坐 标 表示 为 
z=a+jb=re (0-9) 


复数 的 算术 运算 可 借用 向 量 运算 法 则 ,如 图 0-6 所 示 。 
当 两 个 复数 实 部 相等 , 虚 部 互 为 相反 数 时 ,这 两 个 复数 称 为 共 轿 复数 。 复 平面 内 与 一 对 
共 思 复数 对 应 的 点 关于 实 轴 对 称 。 共 思 复 数 有 以 下 人 性质: 


(1) zx 十 z* 一 2a 或 者 Re[s] 一 二 (= 十 = ); 


(2) z 一 z* 二 2j6 或 者 In[z] 一 一 j 六 (< 一 < 和 


第 0 章 绪论 | 5 


(a) 23=21+z2 (b) 23=z2-21 


图 0-6 复数 的 运算 


(3) xz" 一 |z|? 或 者 |z|= Vzz”， 
(4) 放 二 @lareune ; 


2 一 jaretanz 
加 全 


进 1 
z |z| z 


0.3.2 复 变 函数 


以 复数 作为 自 变量 和 因 变量 的 函数 就 叫 作 复 变 函 数 。 例 如 指数 函数 y= 二 e* , 若 自 变量 
Zz 二 0 是 复数 , 则 y 二 @? 即 为 复 指数 函数 。 对 数 函数 y 二 lnz, 若 自 变量 x 是 复数 ,y 就 是 一 个 
复 变 函 数 , 且 有 


y= lnz= lnre = lnr 十 j0 (0-10) 
1. 欧 拉 公式 
欧 拉 恒等式 是 一 个 联系 复 指数 函数 和 三 角 函 数 的 公式 , 即 
ej = cosg 十 jsin0 (0-11) 


证 明 : 因为 复数 cos0 十 jsin9 的 模 和 幅 角 分 别 为 
Vcossg 十 sing = 1 
arctan (Sg |= arctan(tan0) 一 0 
这 和 极 坐标 形式 的 复数 ?的 模 和 幅 角 相等 ,所 以 欧 拉 公式 成 立 。 
复 指数 函数 与 正弦 函数 之 间 的 关系 在 信号 与 系统 的 分 析 中 非常 重要 。 利 用 欧 拉 恒 等 
式 ,有 


60 芭 三 一 一 (0-12) 
jg ew 
sing 一 对 下 (0-13) 


2. 欧 拉 恒 等 式 的 应 用 
1) 极 坐标 到 直角 坐标 的 转换 
利用 欧 拉 公式 可 以 方便 地 求 出 一 个 极 坐标 表示 的 复数 的 实 部 和 虚 部 ,从 而 转换 成 代数 
形式 的 复数 。 利 用 公式 
eicCrt) 一 ereth 一 一 et (0-14) 
可 快速 地 将 第 二 ,三 象限 的 复数 转换 到 第 一 、 四 象限 计算 。 例 如 : 
Wi 三 = 7ero 7cos(70") — 7jsin(70°) =— 2. 39 —j6. 58 
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ed de 4cos(— 40°) — 4jsin(— 40°) 
2) 多 项 式 的 根 


3.06 十 j2.57 


利用 欧 拉 公式 可 以 方便 地 求 出 一 些 特殊 多 项 式 的 根 。 例 如 已 知 多 项 式 F(z) 二 <* 十 1， 


则 该 多 项 式 的 根 可 用 下 述 方法 求解 : 


< 十 1 = 0 二 zh 1= ed k=0,1,2,3>2 = OHV, k=0,1,2,3 


则 多 项 式 F(x) 的 根 为 : = 一 ar ,zs 二 ef ,zs 二 eit",z 二 Et"。 


3) 三 角 人 恒等式 
利用 欧 拉 公 式 可 以 方便 地 证 明 以 下 三 角 恒 等 式 。 
-i 
cos( 一 0) = = cos0 
-8 — 
sin( 一 0) = © 可 _ 一 一 sin0 
jx Ok jx ~ 
cos(r 十 0) 一 ee 四 -~e 一 一 cosb 
sin(r 十 0) 一 se 3 一 一 sin0 
ew -i j20 — -i20 
sinbcosl = 和 » Ee 一 人 人 一 1 sin20 


0.3.3 相 量 和 正弦 信号 


正弦 信号 是 随时 间作 正弦 规律 变化 的 周期 信号 ,表达 式 为 
f(2) 一 Acos(wot 十 0) 
式 中 ,A 是 振幅 ,w= 二 2xJfo 是 角 频 率 ,0 是 初 相位 。 
由 欧 拉 公式 ,有 
GD) = Acos(wt+0)= Re[Aeicorse) ]= Re[Ae? » er] 
如 果 角 频率 wm 给 定 ,正弦 信号 由 其 振幅 和 相位 决定 ,由 此 ,可 定义 一 个 相 量 
V= A 


这 样 ,正弦 信号 可 以 看 作 相 量 V 以 worad/s 的 速度 逆 时 针 旋 转 时 在 实 轴 上 的 投影 。 


两 个 同 频率 的 正弦 信号 相 加 可 以 依照 相 量 的 加 法 规则 进行 ,例如 
ult) = Acos(owot 十 0) 十 Bcos(owot 十 9) 
用 相 量 表示 ,有 
U= A t+Ber 一 Ce 
则 和 信号 的 表达 式 为 
u(t) = Cecos(wot $$) 
这 表明 ,两 个 同 频率 的 正弦 信号 相 加 得 到 另 一 个 同 频率 的 正弦 信和 号。 


0.4 MATLAB 软件 介绍 


(0-15) 


(0-16) 


(0-17) 


MATLAB 是 MathWorks 公司 于 1982 年 推出 的 一 套 高 性 能 的 数值 计算 和 可 视 化 软 
件 。 它 集 数 值 分 析 、 和 矩阵 运算 ,信号 处 理 和 图 形 显示 于 一 体 ,构成 了 一 个 方便 且 界 面 良好 的 
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用 户 环境 。 它 还 包括 了 Toolbox (工具 箱 ) 的 各 类 问题 的 求解 工具 ,可 用 来 求解 特定 学 科 的 
问题 。 其 有 如 下 特点 。 

(1) 可 扩展 性 : MATLAB 最 重要 的 特点 是 易于 扩展 , 它 允 许 用 户 自 行 建立 指定 功能 的 
M 文件 。 对 于 一 个 从 事 特定 领域 的 工程 师 来 说 ,不 仅 可 利用 MATLAB 所 提供 的 函数 及 基 
本 工具 箱 函 数 ,还 可 方便 地 构造 出 专用 的 函数 ,从 而 大 大 扩展 了 其 应 用 范围 。 

(2) 易学 易 用 性 : MATLAB 不 需要 用 户 有 高 深 的 数学 知识 和 程序 设计 能 力 ,不 需要 用 
户 深刻 了 解 算法 及 编程 技巧 。 

(3) 高 效 性 : MATLAB 语句 功能 十 分 强大 ,一 条 语句 可 完成 十 分 复杂 的 任务 。 如 fft 
语句 可 完成 对 指定 数据 的 快速 傅 里 叶 变 换 , 这 相当 于 上 百 条 C 语言 语句 的 功能 。 它 大 大 加 
快 了 工程 技术 人 员 从 事 软 件 开发 的 效率 。 

MATLAB 核心 模块 提供 了 基本 的 数学 算法 ,例如 和 矩阵 运算 .数值 分 析 算 法 。 
MATLAB 集成 了 2D 和 3D 图 形 功 能 ,以 完成 相应 数值 可 视 化 的 工作 ,并 且 它 提供 了 一 种 交 
互 式 的 高 级 编程 语言 一 一 M 语言 ,利用 M 语言 可 以 通过 编写 脚本 或 者 函数 文件 实现 用 户 
自己 的 算法 。 

MATLAB 的 桌面 应 用 程序 开发 工具 是 以 MATLAB Compiler 为 核心 的 一 组 编译 工 
具 。MATLAB Compiler 能 够 将 那些 利用 MATLAB 提供 的 编程 语言 一 一 M 语言 编写 的 函 
数 文件 编译 生成 为 函数 库 或 者 可 执行 文件 。 

下 面 介绍 MATLAB 的 数值 计算 和 符号 计算 。 


0.4.1 数值 计算 


用 MATLAB 语言 ,可 以 很 方便 地 进行 数值 计算 ,其 特点 是 将 数值 型 输入 数据 通过 数学 
运算 变换 成 所 需要 的 数值 型 数据 输出 。 

1. 数学 运算 

在 MATLAB 中 有 部 分 函数 可 以 用 来 进行 基本 的 数学 运算 ,主要 有 如 下 函数 : 三 角 函 
数 ( 见 表 0-1) ,指数 运算 函数 ( 见 表 0-2)、 复 数 运算 函数 ( 见 表 0-3)、 取 整 和 求 余 函数 ( 见 
表 0-4) 。 需 要 注意 的 是 ,这 些 函 数 的 参数 可 以 是 矩阵 ,也 可 以 是 向 量 或 者 多 维 数组 ,函数 在 处 
理 参数 时 ,都 是 按照 数组 运算 的 规则 来 进行 的 。 表 0-5 是 用 于 矩阵 (数组 ) 操 作 的 常用 函数 。 


表 0-1 三 角 函 数 
函 数 说 明 函 数 说 明 函 数 说 明 
sin 正弦 函数 tanh 双 曲 正切 函数 csch 双 曲 余 割 函数 
sinh 双 曲 正弦 函数 atan 反正 切 函 数 acsc 反 余 割 函数 
asin 反正 蓄 函 数 atan2 四 象限 反正 切 函数 acsch 反 双 曲 余 割 函数 
asinh 反 双 曲 正 艾 函数 atanh 反 双 曲 正切 函数 cot 余 切 函数 
cos 余 改 函数 sec 正 割 函数 coth 双 曲 余 切 函数 
cosh 双 曲 余弦 函数 sech 双 曲 正 割 函数 acot 反 余 切 函数 
acos 反 余 弦 函 数 asec 反正 割 函 数 acoth 反 双 曲 余 切 函数 
acosh 反 双 曲 余弦 函数 asech 反 双 曲 正 割 函数 
tan 正切 函数 csc 余 割 函数 
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表 0-2 指数 运算 函数 


函 数 说 明 函 数 说 明 

exp 指数 函数 realpow 实数 寡 运 算 函 数 

log 自然 对 数 函 数 reallog 实数 自然 对 数 函 数 

logw 常用 对 数 函数 realsqrt 实数 平方 根 函 数 

logs 以 2 为 底 的 对 数 函 数 sqrt 平方 根 函 数 

pow2 2 的 寡 函 数 nextpow2 求 大 于 输入 参数 的 第 一 个 2 的 寡 


表 0-3 复数 运算 函数 


函 数 说 明 函 数 说 明 

abs 求 复数 的 模 , 若 参数 为 实数 则 求 绝对 值 | real 求 复数 的 实 部 

angle 求 复 数 的 相 角 unwrap 相位 角 按照 360" 线 调整 
complex | 构造 复数 isreal 判断 输入 参数 是 否 为 实数 
conj 求 复数 的 共 轰 复数 cplxpair 复数 阵 成 共 印 对 形式 排列 


image 求 复数 的 虚 部 


函 数 说 明 函数 说 明 
fix 向 0 取 整 的 函数 mod 求 模 函 数 
floor 向 一 取 整 的 函数 rem 求 余数 
ceil 向 十 吕 取 整 的 函数 sign 符号 函数 
round 向 最 近 的 整数 取 整 的 函数 


表 0-5 用 于 和 矩阵 (数组 ) 操 作 的 常用 函数 


函 数 说 明 

size 获取 矩阵 的 行 、 列 数 ,对 于 多 维 数组 ,获取 数组 的 各 个 维 的 尺寸 
length 获取 向 量 长 度 , 若 输入 参数 为 矩阵 或 多 维 数组 , 则 返回 各 个 维 尺寸 的 最 大 值 
ndims 获取 矩阵 或 者 多 维 数组 的 维 数 

numel 获取 矩阵 或 者 数组 的 元 素 个 数 

disp 显示 矩阵 或 者 字符 串 内 容 ( 有 关 字 符 串 的 内 容 将 在 第 3 章 中 讲述 ) 
cat 合并 不 同 的 矩阵 或 者 数组 

reshape 保持 矩阵 元 素 的 个 数 不 变 ,修改 矩阵 的 行 数 和 列 数 

repmat 复制 矩阵 元 素 并 扩展 矩阵 

fliplr 交换 矩阵 左右 对 称 位 置 上 的 元 素 

flipud 交换 矩阵 上 下 对 称 位 置 上 的 元 素 

flipdim 按照 指定 的 方向 翻转 交换 矩阵 元 素 

find 获取 矩阵 或 者 数组 中 非 零 元 素 的 索引 


2. 用 MATLAB 产生 信号 

在 MATLAB 中 ,可 通过 创建 向 量 或 矩阵 的 形式 ,产生 数值 型 信号 。 下 面 举例 说 明 。 

【 例 0-1】 利用 MATLAB 产生 信号 xz(1) 二 cos(10zt),y(7) 二 sin(10xz?) ,分 别 画 出 信 
号 的 波形 ,并 在 一 张 图 上 比较 这 两 个 信号 的 波形 。 
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解 : 通过 创建 向 量 来 产生 一 维 信号 ,代码 如 下 : 


t = 0:0.01:1; 名 定义 从 0 到 1, 间 隔 为 0.01 的 时 间 向 量 

x = cos(10* pixt); % 定义 函数 x(t) (对 时 间 向 量 的 每 个 值 取 余弦 ) 
% 画 函 数 图 形 ( 函 数 图 形 由 4 个 子 图 构成 ( 排 成 2 行 2 列 )) 

subplot(2,2,1) s# 画 第 1 个 子 图 

plot(t, x) 多 画 x(t) 的 连续 图 

xlabel( 't (sec)') 名 X 轴 标记 

Yaabel('x(t) ) 名 Y 轴 标记 

subplot(2,2,2) sg 夯 第 2 个 子 图 

stem(t, x) 外 画 x(t) 的 离散 图 

y= sin(2x*pixt.^2/.1); 多 定义 函数 y(t), 注意 数组 的 乘 方 和 除法 
subplot(2,2,3) % 画 第 3 个 子 图 

plot(t(1:100), y(1:100)) % 画 y(t) 的 前 100 个 点 的 连续 图 

xlabel( 't (sec)') 多 X 轴 标记 

ylabel( 'y(t)') 名 Y 轴 标记 

subplot(2,2,4) % 在 第 4 个 子 图 上 同时 画 x(t) 和 y(t) 的 连续 图 


plot(t(1:100), x(1:100), k-—', t(1:100), y(1:100), 'r') 
运行 结果 如 图 0-7 所 示 。 
1.0 
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x(0) 
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tsec) 


0-7 例 0-1 信号 的 波形 


【 例 0-2〗 利用 MATLAB 产生 信号 mm (4) 二 2e1 ,zs(1) 二 2e 3 ,xs(1) 二 sin(6xt) 十 
cos(10rl) ,zx4(1) 二 |L|cos(10x7) ,分 别 画 出 信号 的 波形 。 

解 : 先 创建 时 间 向 量 ,再 利用 MATLAB 基本 函数 定义 所 需要 的 信号 ,并 用 subplot 把 
四 个 函数 绘制 在 一 张 图 上 ,代码 如 下 

t= -1:0.01:1; 名 定义 从 -1 到 1, 间 隔 为 0.01 的 时 间 向 量 


fl = 2xexp(3*abs(t)); 多 定义 函数 f1 
subplot(2,2,1) s# 画 第 1 个 子 图 
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plot(t, £1) % 画 f1 的 连续 图 
xlabel( 't (sec) ') 名 X 轴 标记 
ylabel ('f1') 了 轴 标记 
title( '2exp(3|t|)'); 多 给 函数 命名 
grid; 多 图 形 上 加 网 格 
subplot(2,2,2) 

£2 = 2xexp( 一 abs(3xt)); 多 定义 函数 f2 
plot(t，f2) 

xlabel( 't (sec) ') ;ylabel( 'f2') 

title( '2exp( = 3|t|)"); 

grid 

f3 = sin(6# pixt)+cos(10*xpixt); 
subplot(2,2,3) 


plot(t, £3) 

xlabel( 't (sec) ') ;ylabel( 'f£4') 

title( 'sin(6 * pixt) +cos(10x pixt)');grid 
f4 = abs(t). * cos(10*# pixt); 
subplot(2,2,4) 

plot(t, £4) 

xlabel( 't (sec) ');ylabel( 'f3') 

title( '|t|cos(10* pix*t)');grid 


运行 结果 如 图 0-8 所 示 。 
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40 
~ 以 1 
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0.5 
0 0 
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sin(20*pi*t)+cos(10*pi*t) ltlcos(10*pi*t) 
2 1 
1 0.5 
甘 >0 Q 0 
-1 -0.5 
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图 0-8 例 0-2 信号 的 波形 


除了 利用 MATLAB 的 基本 函数 产生 信和 号 外 ,还 可 以 利用 function 函数 定义 所 需 的 任 
意 信号 。 
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【 例 0-3】 利用 MATLAB 产生 信号 f(1)==te */(1 十 二 )。 
解 : 利用 function 函数 定义 所 需 信号 ,代码 如 下 : 


functiony = f(t) 
Y = 七 kexp( 一 cos(t))/(1 + 七 ^2); 


这 部 分 代码 放 在 一 个 单独 的 M 文件 中 ,文件 名 为 {. m, 注 意 文件 名 一 定 要 和 函数 名 一 样 。 
其 他 M 文件 调用 该 函数 时 执行 下 面 这 段 代码 。 


t = 0:0.1:50; % 创建 一 个 输入 向 量 t 

N = length(t); 名 查找 向 量 t 的 长 度 , 即 向 量 上 所 包含 的 元 素 个 数 

Y = zeros(1,N); % 将 输出 向 量 初始 化 为 0 

forn = 1:N, 名 当 变 量 n 从 1 变化 到 N, 计算 y(n) 
y(n) = f(t(n)); 多 调用 上 面 定义 的 函数 f 

end 

figure 

plot(t, y) 

grid # 在 图 形 上 加 网 格 

title( 'Function f(t)') 

xlabel( 't') 

Ylabel( 'y') 


运行 结果 如 图 0-9 所 示 。 


Function A7) 
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图 0-9 例 0-3 自 定义 信号 的 波形 


3. 存储 和 加 载 数据 

MAT 文 件 是 MATLAB 独 有 的 文件 格式 ,提供 了 跨 平 台 的 数据 交换 能 力 , 也 是 
MATLAB 用 户 最 常用 的 数据 文件 格式 。 在 MATLAB 中 ,可 以 将 当前 工作 空间 中 的 变量 
保存 成 MAT 文件 ,也 可 以 将 MAT 文件 中 的 数据 导入 到 MATLAB 的 工作 空间 中 ,这 两 个 
过 程 分 别 使 用 save 函数 和 load 函数 就 可 以 完成 。 

save 函数 能 够 将 当前 工作 空间 中 的 变量 保存 到 指定 的 数据 文件 中 。 例 如 : 


x = 0:3:360; 名 创建 一 个 从 0 到 360", 间 隔 为 3 的 输入 向 量 x 
Y = sin(x*xpi/180); s 将 输入 向 量 转换 为 弧度 , 取 正 弦 得 到 向 量 
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xy = [x'y']; 名 定义 向 量 xy, 向 量 有 2 列 ,一 列 为 x 另 一 列 为 了 

save sine. mat xy 多 将 向 量 xy 保存 在 sine. mat 文件 中 

load 函数 将 数据 文件 的 数据 导入 到 MATLAB 的 工作 空间 ,例如 ,要 加 载 上 面 存储 的 数 
据 ,可 用 下 面 的 代码 

clear all 

load sine 

whos 
运行 结果 为 

Name Size Bytes Class Attributes 

xy 121x2 1936 double 


由 whos 函数 可 知 : 存储 的 数据 块 包 括 242 个 元 素 ,1936 字 节 。 
加 载 火 车 的 声音 信号 : 


clear all 
load train 
sound(y, Fs) 
plot(y) 


运行 结果 : 可 听 到 火车 开动 的 声音 ,显示 的 声音 信号 的 波形 如 图 0-10 所 示 。 
加 载 图 像 信号 : 


clear al1 

load woman 

whos 

colormap( 'gray') 
imagesc(X) 


运行 结果 为 : 


Name Size Bytes Class Attributes 
光 256x256 524288 double 
map 255x3 6120 double 


显示 的 图 像 如 图 0-11 所 示 。 
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图 0-10 火车 声音 信号 的 波形 图 0-11 图 像 信号 


第 0 章 绪论 | 13 


0.4.2 符号 计算 


符号 计算 是 利用 MATLAB 的 符号 数学 工具 Symbolic Math Toolbox 定义 函数 ,这 样 
就 能 把 对 函数 进行 的 代数 或 微 积分 运算 的 结果 直接 用 变量 来 表示 ,而 不 是 用 数值 型 的 数据 
来 表示 。 这 为 用 MATLAB 对 信号 进行 傅 里 叶 分 析 和 拉 普 拉 斯 分 析 提 供 了 方便 。 

1. 导数 和 差分 

在 计算 连续 信号 的 导数 时 , 先 利 用 MATLAB 的 符号 数学 工具 Symbolic Math Toolbox 
定义 函数 ,然后 再 对 所 定义 的 函数 求 导 。 

【 例 0-4】 用 MATLAB 计算 信号 y= sint? 的 导数 ,并 画 出 该 连续 信号 及 其 导数 的 

解 : 先 用 syms 定义 符号 变量 ,然后 再 定义 需要 求 导 的 函数 ( 它 是 符号 变量 的 函数 ) , 接 
着 对 所 定义 的 函数 求 导 ,最 后 绘制 图 形 。 代 码 如 下 : 


syms tyz 名 定义 符号 变量 

Y = sin(t "2) % 定义 信号 y. 注意 :由 于 不 是 向 量 ,所 以 在 ^ 前 面 没有 
z = diff(y) % 对 Y 求 导 

figure(1) % 对 仿真 图 编号 

subplot(211) 

ezplot(y, [0, 2* pi]); % 对 0~~2* pi 范围 的 信号 y 作 图 
grid 

hold on 

subplot(212) 

ezplot(z, [0, 2* pi]); 

grid 


运行 结果 如 图 0-12 所 示 。 
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图 0-12 连续 信号 及 其 导数 的 波形 


【 例 0-5】 用 MATLAB 计算 离散 信号 y 二 sink? 的 差分 ,并 画 出 该 离散 信号 及 其 差分 
信号 的 波形 。 
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MATLAB 的 方法 


解 : 离散 信号 的 差分 采用 数值 计算 方法 ,代码 如 下 : 


Ts = 0.1; 名 定义 采样 间隔 

tl = 0:Ts:2* pi; 名 定义 采样 时 间 

yl = sin(t1.°2); 名 定义 离散 信号 y1, 注意 与 上 例 y 的 不 同 
zl = diff(y1)./diff(t1); 外 求 列 的 差分 -- 导数 的 近似 
figure(2) s% 对 仿真 图 编号 

subplot(211) 


stem(t1, yl, 'r'); 
axis([0 2* pi1.1*min(yl) 1.1* max(yl1)]) 


subplot(212 


) 


stem(t1(1:length(y1) — 1), z1, 'r'); 
axis([0 2#*pi1.1*min(z1) 1.1* max(z1)]) 
legend( 'Derivative (black)', 'Difference (blue)'); 


hold off 


运行 结果 如 图 0-13 所 示 。 


图 0-13 离散 信号 及 其 差分 的 波形 


2. 连续 信号 的 积分 
在 MATLAB 里 ,连续 信号 的 积分 采用 符号 计算 ,而 离散 信号 的 累加 采用 数值 计算 。 下 


面 举例 说 明 。 
【 例 0-6】 
波形 。 


用 MATLAB 计算 直线 信号 y=1 的 积分 ,并 画 出 该 直线 及 其 积分 信号 的 


解 : 先 用 符号 计算 求 连 续 信 号 > 一 上 的 积分 ,再 绘制 其 曲线 。 代 码 如 下 : 


clf; clear all 


符号 计算 


synstzs 


fork = 1:20, 


z= int( 
zz(k) = 
end 
% 数值 计算 


t, t, 0, k); 名 用 符号 函数 定义 + 从 0 到 k 的 积分 
subs(z) 7 多 把 每 一 个 积分 值 用 数值 型 向 量 zz 保存 


tl = linspace( -4, 4); 名 定义 [ -4,4] 区 间 的 100 个 等 间距 点 
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Y=t1; 

n= 1:20; 

subplot(211) 

plot(t1, y);grid; 

axis([0 401.1*max(y)]); 
title( 'y(t) =t"); 

xlabel( 't') 

subplot(212) 

stem(n(1:20), zz(1:20));hold on 
plot(n(1:20), zz(1:20), 'r');grid; 
title( ' 信 和 号 的 积分 '); 

xlabel( 'k') 

hold off 


运行 结果 如 图 0-14 所 示 。 
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图 0-14 直线 信号 的 积分 的 计算 


图 0-14 显示 的 是 线性 函数 > 一 : 及 其 积分 的 值 , 即 
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【 例 0-7】 用 MATLAB 计算 F(z) = [sinc(1)]? 的 积分 ,并 画 出 f(1) 及 其 积分 信和 号 的 
波形 。 
解 : 采用 符号 计算 求 连续 信号 >= [sinc(z)]: 的 积分 ,再 绘制 其 曲线 。 代 码 如 下 : 


clear all 

synstzs 

for k=1:10 
z = int(sinc(t)*2, t, 0, k); % 用 符号 函数 定义 sinc(t) 的 平方 从 0 到 k 的 积分 
zz(k) = subs(2*2); 名 把 每 个 积分 值 用 向 量 zz 保存 

end 

subplot(211) 

ezplot(sinc(t)^2,[-3,3, 一 0.1,1.1]) 

grid 

subplot(212) 

n= 1:10; 
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stem(n(1:10), zz(1:10)); 
hold on 

plot(n(1:10), zz(1:10), 'r'); 
grid; 

title( ' 数 值 积分 Ry(t) '); 
xlabel( 'k') 

hold off 


运行 结果 如 图 0-15 所 示 。 它 显示 了 y 王 [sinc(2)】 及 其 积分 的 值 , 即 
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图 0-15 连续 信号 [sin(z2)] 的 积分 的 计算 
这 部 分 关于 MATLAB 的 介绍 为 读者 提供 了 理解 MATLAB 基本 操作 的 必要 背景 ,为 
初学 者 进一步 学 习 葛 定 了 基础 。 在 MATLAB 里 ,获取 信息 的 最 佳 来 源 是 help 命令 。 通 过 
学 习 和 应 用 ,读者 会 发 现 MATLAB 是 进行 运算 和 科学 研究 的 强大 工具 。 
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CHAPTER 1 


模拟 自然 界 中 各 种 现象 的 物理 量 ,测量 仪器 的 输出 信号 ,我 们 在 日 常生 活 中 广泛 接触 的 
收音 机 、 电 视 、 手 机 发 出 的 语音 、 音 乐 和 视频 信号 ,大 多 是 连续 变化 的 信号 。 本 章 将 专门 介绍 
连续 时 间 信 号 的 表示 和 处 理 ,研究 连 续 时 间 信 号 的 描述 、 分 类 、 基 本 运算 以 及 典型 的 连续 时 
间 信 号 ,最 后 介绍 连续 时 间 信号 的 分 解 ,为 系统 的 分 析 奠 定 基础 。 


1.2 信和 号 的 描述 和 分 类 


1.2.1 信号 的 描述 


数学 表达 式 是 描述 信号 的 基本 方法 ,例如 y 二 sin2xt 描述 了 一 个 振幅 为 1, 以 2rrad/s 
的 角 频 率 变化 的 正弦 信号 。 这 也 是 一 个 自 变量 为 1 的 一 维 函数 。 

与 函数 一 样 , 一 个 确定 的 信号 除 用 解析 式 描 述 外 ,还 可 用 图 形 、 测 量 数 据 或 统计 数据 描 
述 。 通 常 ,将 信号 的 图 形 表 示 称 为 波形 或 波形 图 。 

因此 ,信号 在 物理 上 是 信息 寄 访 变化 的 形式 ,在 数学 上 是 一 个 或 多 个 变量 的 函数 ,在 形 
态 上 表现 为 一 种 波形 。 

1.2.2 信号 的 分 类 

根据 不 同 的 准则 ,连续 时 间 信 号 有 下 述 多 种 分 类 。 

(1) 根据 信号 状态 是 否 具 有 可 预见 性 ,信号 可 分 为 确定 信号 与 随机 信和 号。 确定 信号 在 
任意 给 定时 刻 的 信号 值 是 确定 的 ,经 常 由 确定 的 时 间 函 数 来 描述 。 而 随机 信号 无 法 预测 某 
个 时 刻 的 信号 值 ,只 能 进行 统计 学 上 的 近似 。 

(2) 根据 信号 取 值 特征 ,信号 可 分 为 连续 信号 和 离散 信号 ,而 离散 信号 又 分 为 幅 值 连续 
的 抽样 信号 和 幅 值 离散 的 数字 信和 号 。 

(3) 根据 变化 规律 是 否 具有 重复 性 ,信号 可 分 为 周期 信号 和 非 周期 信号 。 

(4) 根据 能 量 功率 是 否 有 限 ,信号 可 分 为 能 量 信号 和 功率 信号 。 

连续 信号 的 能 量 计算 公式 为 
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» rT/2 计 
汶 主 lm| | fC 12:d 《人 起 
连续 信号 的 平均 功率 计算 公式 为 
Ee 
= im + ry Nas (1-2) 


如 果 在 无 限 大 的 时 间 区 间 内 ,满足 , 0 二 EF 二 ,P= 二 0, 则 定义 这 种 信号 为 能 量 信号 。 例 
如 ,六 er Pd 一 2| sd 一 1 二 , 由 此 判定 et" 是 能 量 信号 


如 果 在 无 限 大 的 时 间 区 间 内 ,满足 : 0 二 P 二 ,E 一 吕 , 则 定义 这 种 信号 为 功率 信和 号 。 
例如 ,直流 信号 与 周期 信号 都 是 功率 信号 。 

(5) 根据 信号 波形 关于 原点 和 纵 轴 的 对 称 情况 ,信号 可 分 为 偶 信 和 号、 奇 信 号 、 奇 谐 信 号 
和 偶 谐 信号 。 

(6) 根据 信号 取 值 是 否 为 实数 ,信号 可 分 为 实 信 号 和 复 信号 。 

(7) 根据 支撑 范围 的 不 同 , 信 号 可 分 为 有 限 支撑 信号 和 无 限 支撑 信号 。 支 撑 是 指 信号 
的 时 间 区 间 , 信 号 的 值 在 这 个 区 间 外 为 零 。 


1.3 连续 时 间 信 号 

连续 时 间 信 号 是 指 以 时 间 为 自 变量 ,并 且 在 某 个 时 间 区 间 内 除 有 限 个 间断 点 外 都 有 定 
义 的 信号 

1.3.1 信号 的 基本 运算 


1. 信号 的 相 加 和 相 乘 
两 个 信号 相 加 ,其 和 信号 在 任意 时 刻 的 信号 值 等 于 两 信号 在 该 时 刻 的 信号 值 之 和 。 和 
信号 可 直接 用 加 法 表示 为 


f(D = fi) + ft) Cd 
两 个 信号 相 乘 ,其 积 信号 在 任意 时 刻 的 信号 值 等 于 两 信号 在 该 时 刻 的 信号 值 之 积 。 积 

信号 可 用 乘法 表示 为 
GD) = f(D) fl) (1-4) 


【 例 1-1】 用 MATLAB 实现 信号 户 (D)=sin(r 和 f;(1) 二 sin(10x4) 的 相 加 和 相 乘 ， 
试 分 别 绘制 这 两 个 信号 及 它们 的 和 信号 和 积 信号 的 波形 。 

解 : 采用 数值 计算 方法 ,代码 如 下 : 

t = 0:0.01:2; % 定义 从 0 到 2, 间隔 为 0.01 的 时 间 向 量 


xl = sin(1*x pixt); 名 定义 信号 xl 

x2 = sin(6* pixt); sg 定义 信号 x2 

x3 = xl + x2; % 信号 相 加 

x4 = xl1. x x2; s#% 信号 相 乘 

% 画 函 数 图 

subplot(2,2,1) g% 画 第 一 个 子 图 (在 一 幅 图 中 画 出 4 个 子 图 ,其 中 每 一 行 包括 2 个 子 图 ) 
plot(t, x1) % 画 xl 的 连续 图 


xlabel( 't (sec)') #% x 轴 标 记 
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ylabel( 'x(t)') sg 了 Y 轴 标记 
subplot(2,2,2) 画 第 二 个 子 图 
plot(t, x2) #% 画 x2 的 连续 图 
xlabel('t (sec)') 名 xX 轴 标 记 
Ylabel( 'x(t)') 名 了 轴 标 记 
subplot(2,2,3) s# 画 第 三 个 子 图 
plot(t, x3,t,x1+1,'r--',t,x1-1,'r--') ss 画 x3 和 的 连续 图 ,以 红色 虚线 作 图 
xlabel('t (sec)') 名 x 轴 标记 
Yaabel('Y(t) ) 名 Y 轴 标记 
subplot(2,2,4) s# 和 画 第 四 个 子 图 
plot(t, x4,t,xl,'r—— ',t, -xl,'r——') 名 画 x4 的 连续 图 ,以 红色 虚线 作 图 
xlabel( 't (sec)') 名 x 轴 标记 
ylabel( 'y(t)') % y 轴 标记 
运行 结果 如 图 1-1 所 示 。 
1 ; 1 
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(a) 信号 的 相 加 (b) 信号 的 相 乘 


图 1-1 信号 的 相 加 和 相 乘 


2. 信号 的 平移 、 翻 转 和 尺度 变换 

(1) 平移 : 将 信号 /(4) 变 换 为 /(1 一 7) ,相当 于 信号 / (4) 的 波形 在 1 轴 上 平移 。 若 r> 
0, 则 右 移 = 个 单位 ; 若 r<0, 则 左 移 |r| 个 单位 。 

如 图 1-2 所 示 ,/(1 一 1) 的 波形 是 /(1) 的 波形 向 右 平移 一 个 单位 ,f(t 十 1) 的 波形 是 f(1) 
的 波形 向 左 平移 1 个 单位 。 


A AD AHD 
1 1 | 1 
of 2 了 of 1 2 了 40 7 
(a) 信号 /0 的 波形 (b) 信号 XU 的 波形 (0) 信号 f+1) 的 波形 


1-2 信和 号 的 平移 
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(2) 翻转 : 将 信号 Fo) 变 换 为 (一), 此 时 f( 一 ?) 的 波形 相当 于 f(7) 的 波形 以 纵 轴 为 
中 心 作 180 翻转 ,如 图 1-3(b) 所 示 。 此 运算 实质 上 是 取 其 原 信号 自 变量 轴 的 负 方 向 作为 变 
换 后 信号 自 变量 轴 的 正方 向 ,因此 又 称 为 时 间 轴 反 转 。 


(a) 信号 RD 的 波形 (b) 翻转 信号 A- 的 波形 
图 1-3 信号 的 翻转 


(3) 尺度 变换 : 将 信号 /(1) 变 换 为 Faz) , 若 >1, 则 Faz) 的 波形 相当 于 将 Fo) 的 波 
形 压 缩 倍 ; 若 0 一 <1, 则 /oz) 的 波形 相当 于 将 F(z) 的 波形 扩展 1/u 倍 , 这 种 运算 称 为 信 


号 的 尺度 变换 。 如 图 1-4Cb)、(e) 所 示 ,7(207 的 波形 是 Fo 的 波形 压缩 2 们 得 到 ,/( 亏 的 
波形 是 /() 的 波形 扩展 2 售 。 


(Lt 

JU A2D) Me) 

1 1 | 
O 人 信 玫 0 1 2 人 0 1 3 4 


1 
(a) 信号 RD 的 波形 (b) 信号 压缩 2 倍 (©) 信号 扩展 2 倍 
图 1-4 信号 的 尺度 变换 
在 对 信号 进行 尺度 变换 时 ,是 以 原点 O 为 中 心 对 信号 


进行 压缩 或 扩展 ,而 不 是 以 图 形 的 中 心 为 基准 进行 压缩 和 
扩展 。 

【 例 1-2】 已 知 f(4) 的 波形 如 图 1-5 所 示 , 试 画 出 
太一 2 一 3) 的 波形 。 

解 : 根据 压缩 .翻转 和 平移 的 顺序 ,信号 依次 变换 的 波 
形 如 图 1-6 所 示 。 


图 1-5 例 1-2 图 


J 志 三 区 二 A|(= 2(+ 3)) 


(a) 压缩 2 倍 得 到 R27) 的 波形 (b) 翻转 得 到 A-27) 的 波形 (0) 左 移 3/2 得 到 fA-21-3) 的 波形 
图 1-6 例 1-2 信号 的 运算 过 程 
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1.3.2 偶 信 号 和 奇 信号 
偶 信号 是 指 关 于 纵 轴 对 称 的 信号 ,可 表示 为 


(一 站 = f0) 《六 = 5 
奇 信 号 是 指 关 于 原点 对 称 的 信号 ,可 表示 为 
f(—2) =— f() (1-6) 


任何 信号 fo) 都 可 以 用 一 个 偶 信号 六 (0) 与 一 个 奇 信号 f。() 之 和 表示 ,f.(1) 和 f。(1) 
分 别称 为 FCz) 的 偶 分 量 和 奇 分 量 , 即 有 


Fy = FD ED 证 而 
其 中 太 .CO = 二 [OACO] (1-8) 
f(D) = 计 [/(D 一 /一 0)] (1-9) 
【 例 1-3】 已 知 信号 
_ 2cost 1t 宇 0 
f(D) -| 
0 1=0 


求 信号 的 偶 分 量 和 奇 分 量 , 并 分 析 信 号 的 偶 分 量 和 奇 分 量 的 连续 性 。 
解 : 由 于 /0) 是 一 个 非 奇 非 偶 信 号 ,其 奇偶 分 量 一 定 存在 ,因此 对 其 进行 奇偶 分 解 ,得 
到 偶 分 量 为 


cost 1>0 
fy = 去 [CO+ACoOI= 人 | 
0 t=0 
奇 分 量 为 
cost t>0 
CO 3 [7 一 /一 0] | 曾 呈 公司 
0 t=0 
可 以 验证 , 奇 分 量 与 偶 分 量 之 和 即 是 原 信和 号。 信号 的 偶 部 和 奇 部 在 原点 处 都 不 连续 。 


【 例 1-4】 用 MATLAB 绘制 例 1-3 信号 的 奇 、 偶 分 量 的 波形 ,并 绘制 奇 、 偶 分 量 的 和 信 
号 的 波形 ,比较 是 否 和 原 信号 一 样 。 
解 : 采用 符号 计算 方法 ,代码 如 下 : 


SYms 七 S 

u= sym( 'heaviside(t) ) 7 
ul = syn( 'heaviside( 一 t) ') 7 
fl=2#cos(3# 七 ) * ui 
f2=2#xcos(—3x*t)xul; 
fe=0.5* (f1+f£2); 
fo=0.5* (f1— £2); 

f= fe+ fo; 

subplot(221) 

ezplot(fl，[ -1，1]);grid 
subplot(222) 

ezplot(fe, [—1, 1]);grid 
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subplot(223) 

ezplot(fo, [—1, 1]); 

grid 

subplot(224) 

ezplot(f, [—1, 1]); 

grid 

运行 结果 如 图 1-7 所 示 , 奇 分 量 的 波形 关于 原点 对 称 , 偶 分 量 的 波形 关于 纵 轴 对 称 ; 
奇 、 偶 分 量 的 和 信号 和 原 信号 相同 。 


2 cos(30 heaviside(7) cos(31) heaviside(1)+cos(31) heaviside(—/) 
2 1 
1 0.5 
0 0 
-1 -0.5 
-1 
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 
1 i 
cos(30 heaviside(!)—cos(37) heaviside(—/) 2 cos(31) heaviside(7) 
1 2 
0.5 1 
0 0 
-0.5 -1 
| 2 
-1 -0.5 0 0.5 1 -l -0.5 0 0.5 1 
1 1 
(a) 原 信号 及 其 奇 分 量 的 波形 (b) 偶 分 量 及 和 信号 的 波形 


图 1-7 例 1-3 信号 的 偶 分 量 和 奇 分 量 
【 例 1-5】 已 知 信号 /(4) 二 e* ,试用 MATLAB 绘制 其 翻转 信号 /( 一 1) 以 及 奇 分 量 和 


偶 分 量 的 波形 。 
解 : 采用 数值 计算 方法 ,代码 如 下 : 
t = -1:0.01:1; 


fl = exp(2. *t); f2 = exp( 一 2. *t); 
fe = 0.5* (fl+f2); fo = 0.5* (f1- £2); 
subplot(221) 

plot(t, £1) 

xlabel( 't (sec)');ylabel('exp(2t)') 
grid 

subplot(222) 

plot(t, £2) 

xlabel( 't (sec)');ylabel( 'exp( — 2t)') 
grid 

subplot(223) 

plot(t, fe) 
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xlabel( 't (sec) ');yYlabel('fe') 
grid 

subplot(224) 

plot(t, fo) 

xlabel( 't (sec)');ylabel( 'fo') 


8 8 
6 6 
EY § 
4 Sh 
$ 加 
名 2 
0 0 
-l -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 
t(sec) i(sec) 
4 4 
2 
g | | 
党 0 
2 | 
人 一 | 一 一 一 | 
-4 
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 
i(sec) i(sec) 
(a) 原 信号 及 其 偶 分 量 的 波形 (b) 翻转 信号 及 奇 分 量 的 波形 


图 1-8 例 1-4 信 号 的 偶 分 量 和 奇 分 量 


1.3.3 周期 信号 和 非 周期 信号 
一 个 连续 时 间 信 号 /(7) ,如 果 存 在 正 实数 Tu ,对 所 有 1 均 有 
GD) = CC 十 AT 一 0, 士 1, 士 2…- (1-10) 
则 称 F(z) 为 连续 时 间 周 期 信号 ,Tu 称 为 (4) 的 基 波 周期 。 基 波 周 期 是 使 周期 性 成 立 的 最 
小 正 实数 。 
周期 信号 每 一 周期 内 信号 完全 一 样 , 故 只 需 研究 信号 在 一 个 周期 内 的 状况 ,如 图 1-9 所 示 。 
AD 


1 
> 
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图 1-9 连续 时 间 周 期 信号 
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不 满足 式 (1-10) 的 信号 称 为 非 周期 信号 。 非 周期 信号 的 幅 值 在 时 间 上 不 具有 周 而 复 


始 变化 的 特性 。 
如 果 两 个 周期 信号 的 周期 具有 公 倍 数 , 则 它们 的 和 信号 仍然 是 一 个 周期 信号 ,其 周期 是 
这 两 个 相 加 信号 的 周期 的 最 小 公 倍 数 。 
【 例 1-6】 试 判断 下 列 信号 是 否 为 周期 信号 。 若 是 ,确定 其 周期 。 
(2) 户 (i) 一 sinrt 十 cost 


2r 2r 


(1) fi1(1)=cos(21—10)+sin5t 
解 : (1) cos(2: 一 10) 和 sin5: 都 是 周期 信号 ,上 且 其 周期 分 别 为 
5 


2x _ 2x i 
Ws 


对 wi 2 


由 于 T 和 Ts 的 最 小 公 倍数 为 2r, 所 以 f1(2) 是 周期 信号。 
(2) 同 理 ,sinxt 和 cost 都 是 周期 信号 , 且 其 周期 分 别 为 
2 的 2x 


有 
Ls 


CI 


由 于 T 是 有 理 数 ,T: 是 无 理 数 , 即 六 和 Ts 没有 最 小 公 倍数 ,所 以 户 (2) 不 是 周期 信号 。 


1.3.4 典型 连续 时 间 信 号 


1. 正弦 信号 
正弦 信号 和 余弦 信号 仅 在 相位 上 相差 90" ,其 数学 表达 式 为 
f(D) 一 Asin(oot 十 0) 


正弦 信号 的 时 域 特征 由 其 振幅 A, 角 频率 w。 和 相位 0 描述。 正弦 信号 是 周期 变化 的 ,其 周 


1-11) 


1 


=2*-l 


w 


期 . 角 频 率 和 频率 的 关系 为 

T 

在 实际 应 用 中 ,经 常用 到 幅度 增加 或 衰减 的 正弦 振荡 信号 。 

2. 指数 信号 
指数 信号 的 表达 式 为 

f0) = Ke” (1-12) 

式 中 ,K 和 s 是 常数 。 根 据 K 和 的 不 同 取 值 ,指数 信和 号 又 分 为 实 指数 信和 号 和 复 指数 信和 号 两 


种 情况 。 
1) 实 指数 信号 

车 KK 和 s(s 二 a) 均 为 实 常数 , 则 /(1) 二 Ke* 是 实 指数 信和 号 。 
当 a 二 0 时 ,信号 随时 间 增 长 ; 当 <0 时 ,信号 随时 间 衰 减 ; 当 a==0 时 ,f(z) 退 变 成 常 


值 信号 。 信 号 波形 如 图 1-10 所 示 。 
(1-13) 


实际 中 ,经 常用 到 单 边 指数 信号 ,其 定义 如 下 : 
CD 0 t<0 
门 一 
时 Ker* 1 全 0 


2) 复 指数 信号 
如 果 指 数 信号 的 指数 因子 为 复数 , 则 称 之 为 复 指 数 信号 ,其 表达 式 为 
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8 
5 | 
6 | 
| 
4 | 
< 
3 
> | 
1 
0 
—1-0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.2 0.40.60.8 1 
i(sec) 
(a)a>0 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


万 
1 避 一 wh ee om 


1-0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 


li(sec) 
(b)a<0 
2 
1.8 FFHFFFFFFFHRI 
1.6 
14 . . 
2 
HEHE 
0.8 
0.6 | | 
0.4 | | 
02 | | 
0 | | 
—1—0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
it(sec) 
(0) 0 


图 1-10 指数 信号 的 波形 


f0) = Ke” (1-14) 
式 中 ,*=c 十 jw 是 复 常 数 ,K 可 以 是 实 常数 ,也 可 以 是 复 常数 。 
复 指数 信号 按 欧 拉 公式 可 表示 成 代数 形式 
CD) = Ke 一 民 e (coswt tjsinwt )= Ke” coswt 十 jKe sinwt C1-15) 
由 此 可 见 , 复 指数 信号 的 实 部 和 虚 部 都 是 按 指 数 规律 变化 的 正弦 信号 。 当 c>0 时 , 复 
指数 信号 的 实 部 和 虚 部 都 是 增幅 的 正弦 振荡 ; 当 c<0 时 , 复 指数 信和 号 的 实 部 和 虚 部 都 是 衰 
减 的 正弦 振荡 。 
用 MATLAB 绘制 复 指数 信号 的 实 部 和 虚 部 的 波形 如 图 1-11 所 示 。 代 码 如 下 : 
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t= -1:0.01:1; 

fl = exp(1. *t); f2 = exp(—1.*t); 

f3 = fl. x*cos(0.6*x*pixt/0.1); 

f4 = fl. xsin(0.6#*pixt/0.1)7 

f5 = f2. *cos(0.6*pixt/0.1); 

f6 = f2.*sin(0.6#*pixt/0.1); 
subplot(2,2,1) 
下 
xlabel( 't (sec) ') 7 

title( 'exp(t)cos(6 * pixt)');grid 
subplot(2,2,3) 

Blot(t; Bh; LPI T=-=5 6 = == 
xlabel( 't (sec)'); 

title( 'exp(t)sin(6 * pix t)');grid 
subplot(2,2,2) 

blob(ts 35 tr BE T== = r== 
xlabel( 't (sec) '); 

title( 'exp( ~ t)cos(6 * pi*xt)');grid 
subplot(2,2,4) 

人 Et 
xlabel( 't (sec)'); 

title( 'exp( 一 t)sin(6x pix t)'); 

grid; 


exp(n)cos(6*pi*1) exp(—/)cos(6*pi*7) 
4 


一 一 
-1 -0.5 0 0.5 1 = -0.5 0 0.5 和 
i(sec) i(sec) 
exp(n)sin(6*pi*1) exp(—/)sin(6*pi*7) 
4 4 


| GE 
一 4 -4 
-1 -0.5 0 0.5 1 | -0.5 0 0.5 1 
i(sec) ti(sec) 
(a) o=1 时 是 增幅 的 正弦 振 范 (b) o 一 1 时 是 衰减 的 正弦 振荡 


图 1-11 复 指数 信号 的 波形 
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3. 抽样 信号 
抽样 信号 定义 为 
二 Cr 
其 波形 如 图 1-12 所 示 。 
Sin(HDM 
1 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 
-0.2 
-15 -10 -5 0 5 10 15 
工 
图 1-12 抽样 信号 的 波形 
抽样 信号 具有 如 下 性 质 : 


(1) 抽样 信号 Sa(:) 是 偶 信 号 , 且 在 :=0 时 ,Sa(O)=1; 在 1=kx 时 ,Sa(1)=0。 
(2) 抽样 信号 Se() 是 收敛 的 , 当 :一 士 cc 时 ,Sa(O) 一 0。 
(3) 抽样 信号 Sa(4) 的 面积 为 x, 即 有 


[全 scod => G-17) 
4. 单位 阶 跃 信号 
连续 时 间 单 位 阶 跃 信号 定义 为 
0 1<0 
elD) = -18) 
bi tt 二 0 


其 波形 如 图 1-13 所 示 。 
单位 阶 跃 信号 在 时 间 轴 上 平移 + 后 的 波形 如 图 1-14 所 示 。 


a(f) 


0 1 


图 1-13 单位 阶 跃 信 号 图 1-14 单位 阶 跃 信 号 向 右 平移 


信和 号 s(O) 在 :一 0 处 ,se( 一 上 在 上 一 r 处 都 不 连续 。 
任何 截断 信号 都 可 用 单位 阶 跃 信 和 号 来 表示 。 例 如 ,如 图 1-15 所 示 的 矩形 脉冲 信号 可 用 
单位 阶 路 信号 表示 为 


gD) =e( 导 到: 人 (一 号 ] (1-19) 
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单位 斜 变 信号 定义 为 
R(1) = te (1) 《1-20) 
其 波形 如 图 1-16 所 示 。 
RD 
1 O 1 
图 1-15 和 矩形 脉冲 信号 图 1-16 单位 斜 变 信号 


从 :一 开始 的 信号 , 称 为 有 始 信号 ,如 图 1-17(a) 所 示 ; 如 果 1o = 二 0, 则 称 为 因果 信号。 
因果 信号 一 般 用 Fo)s(z) 表 示 , 如 图 1-17(b) 所 示 。 
万 (1) = sinwot « e(t — 1o) 


f2(1) = sinwot * el(1) 


sinwor 


(a) bo 时刻 开始 的 正弦 信号 (b) 因果 信号 
图 1-17 有 始 信号 的 波形 


【 例 1-7】 用 MATLAB 产生 信号 
GD) = 一 2RC) 一 2RC 一 1) 一 2RC 一 2) 十 2RC 一 3) 


绘制 信号 的 波形 。 
解 : 先 用 function 函数 产生 斜 变 信号 ramp, 然 后 调用 该 子 函数 产生 所 需要 的 信号 。 代 
码 如 下 : 


functiony = ramp(t,m,ad) 
% t: 时 间 变 量 
% m: 斜 变 函数 的 斜率 
% ad: 时 移 因 子 , 正 值 表示 左 移 , 负 值 表示 右 移 
N= length(t) ; 
y= zeros(1,N); 
for i=1:N, 
if t(i)>= -ad, 
y(i)=m* (t(i) +ad); 
end 
end 


保存 该 子 函 数 为 ramp. m 文件 ,用 于 产生 斜 变 信 号 。 


clear all; clf 
Ts=0.01; t= 一 5:Te:57 
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Y= ramp(t,2,0); 

Y2= ramp(t, -2, — 1); 

y3= ramp(t, -2, 一 2); 

Y4= ramp(t,2, — 3); 

y=yl+y2+y3+y4; 

plot(t,y, k'); axis([-14 一 13]); grid 


运行 结果 为 梯形 信号 ,如 图 1-18 所 示 。 
3 
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图 1-18 例 1-7 的 波形 


【 例 1-8〗 用 MATLAB 产生 信号 
f(1) 一 3RG 十 3) 一 6RG 十 1) 十 3RCD) 一 eG 一 2) 一 2e( 一 4) 
(1) 绘制 信号 的 波形 ; (2) 绘 制 信号 的 奇偶 分 量 的 波形 。 
解 : 先 用 function 函数 产生 斜 变 信号 ramp 和 单位 阶 跃 信 号 ustep, 然 后 调用 这 两 个 子 
函数 产生 所 需要 的 信号 。 用 于 产生 斜 变 信号 ramp. m 文件 参见 例 1-7。 产 生 阶 路 信号 的 代 
码 如 下 : 


function y= ustep(t,ad) 
名 t: 时 间 
% ad: 时 移 因 子 , 正 值 表示 左 移 , 负 值 表示 右 移 
N= length(t) ; 
y= zeros(1,N); 
for i=1:N, 
if t(i)>= -ad, 
Yi)=1; 
end 
end 


保存 该 子 函数 为 ustep. m 文件 ,用 于 产生 单位 阶 跃 信和 号。 
下 面 的 代码 产生 所 需要 的 信号 。 

clear all; clf 

Ts=0.01; t= -5:Ts:5; 


y1= ramp(t, 3,3); 
y2= ramp(t, -6,1); 


和 0 十 人 55 引 基于 MArLAB 的 7 六 


¥3= ramp(t, 3,0); 

Y4= —1x*ustep(t, — 2); 

y5= -2xustep(t, — 4); 
Y=yl+y2+y3+y4+y5; 

plot(t,y, k'); axis([-55 一 17]); grid 


奇偶 分 解 的 代码 如 下 : 


[ye, yo] = evenodd(t, y); 
subplot(211) 
plot(t, ye, 'r') 
grid 
axis([min(t) max(t) —1 5]) 
subplot(212) 
plot(t, yo 'r') 
grid 
axis([min(t) max(t) 一 3 3]) 
function [ye,yo] = evenodd(t,y) 
% t+: 时 间 
% Y: 模拟 信号 
% ye, yo: 偶 、 奇 分 量 
yr= fliplr(y); 
Ye=0.5* (y+ yr); 
Yo=0.5* (y— yr); 


运行 结果 如 图 1-19 所 示 。 
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(a) 例 1-8 所 产生 信号 的 波形 
1-19 


5. 单位 冲 激 信号 
连续 时 间 单 位 冲 激 信号 定义 为 


oo 


(b) 偶 分 量 和 奇 分 量 的 波形 
例 1-8 的 波形 


(Ddt=1 


bE 一 0 天 0 


其 波形 如 图 1-20 所 示 。 


(1-21) 


式 (1-21) 表 明 , 单 位 冲 激 信号 的 面积 为 1, 当 :=0 时 ,6(C) 一 co; 当 1 关 0 时 ,6(1) 处 处 


为 0。 
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单位 冲 激 信号 在 时 间 轴 上 平移 可 得 到 任意 时 刻 的 冲 激 , 记 为 SC 一 上 ), 且 有 


pes 
[CE 三 于 (1-22) 
其 中 ,6() 二 0,1 关 tr, 其 波形 如 图 1-21 所 示 。 
5(D) 6 DD) 
(D (D 
0 3 Ol rt 1 
1-20 单位 冲 激 信号 图 1-21 rt 时 刻 的 冲 激 信号 
单位 冲 激 信号 具有 如 下 的 性 质 : 
(1) 由 于 单位 冲 激 信号 除 原点 外 处 处 为 0, 所 以 3(2) 与 信号 /(1) 相 乘 有 
f(D60) = f(0)60) (1-23) 
(2) 筛选 性 质 为 
+ [+ + 
六 roacou 和 站 roacod 全 10)|acod = f/f(0) (1-24) 


式 (1-24) 说 明 6(4) 与 信号 f(7) 作 用 后 ,能 指定 /Co) 在 :一 0 处 的 值 1(0) ,因此 称 此 性 质 为 冲 
激 信 号 的 筛选 性 质 。 
同 理 ,对 时 移 的 冲 激 信 号 ,筛选 性 质 为 
[OO = fC10) (1-25) 


在 冲 激 信号 的 筛选 性 质 中 ,其 积分 区 间 不 一 定 都 是 (一 c ,十 cc) ,但 只 要 积分 区 间 不 包 
括 冲 激 信号 SG 一 6) 的 上 一 时刻 , 则 积分 结果 必 为 零 。 

(3) 尺度 变换 性 质 。 

冲 激 函数 作 尺度 变换 后 ,有 如 下 的 恒等式 


aa) = L860) (1-26) 
ha 


证 明 : 当 a>0 时 ,由 冲 激 信号 的 筛选 性 质 有 
站 roacod' | Boa = i/(E jecodr 二 /0) 
当 a<0 时 ,有 
[eda a = | (Ez jeeoa ts(E Pvar LC0) 


即 


十 co 1 十 co 
| f(at) dt f(0) | f(0) (Dd 
i lal om lal 

所 以 


(at) = L000) 
lal 


(4) 单位 冲 激 信号 是 偶 信和 号 
5( 一 D) = 60) (1-27) 
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该 性 质 同样 可 用 冲 激 信号 的 筛选 性 质证 明 。 
证 明 : 因为 
+ -= 二 = 
站 rooa Dd [x tr)HDd—7) = f(0) [daca 
由 此 可 见 ,6( 一 站 和 6(4) 对 (4) 的 作用 效果 一 样 ,所 以 


6(—1) = 6(0) 
(5) 单位 冲 激 信号 的 导数 和 积分 。 al) 
单位 冲 激 信号 的 导数 是 位 于 原点 处 的 一 对 正 、 负 极 性 的 冲 o 
激 , 称 为 单位 冲 激 偶 ,用 % (2 表示, 其 波形 如 图 1-22 所 示 。 
单位 冲 激 偶 具有 如 下 的 性 质 : 全 
O 簿 选 性 质 为 
[oo a = 一 了 (0) (1-28) 图 1-22 单位 冲 激 偶 信号 
式 中 ,六 (0) 是 f(4) 的 导数 在 4 二 0 处 的 值 。 
时 移 的 单位 冲 激 偶 的 筛选 性 质 为 
[OAT = (1-29) 
@ 单位 冲 激 偶 信号 是 奇 信号 , 即 
8 (一 四 一 一 8 (2) (1-30) 
因此 ,单位 冲 激 偶 的 面积 为 0。 其 正 、 负 两 个 冲 激 的 面积 相互 抵消 ,用 数学 式 表示 为 
[aa 二 询 (1-31) 
[8 da =0 (1-32) 
单位 冲 激 信和 号 的 积分 是 单位 阶 跃 信和 号。 
因为 


: 0 1<=0 
| anar= | 
-~ 1 >0 
这 和 单位 阶 跃 信和 号 的 定义 相同 ,因此 有 
上 dD dr = elt) (1350) 


1.4 连续 时 间 信 号 的 分 解 


信号 的 分 解 特性 是 系统 分 析 的 理论 基础 。 输 入 信号 可 以 分 解 为 众多 基本 信号 的 线性 组 
合 ,因此 只 需要 研究 系统 对 基本 信号 的 响应 ,就 能 方便 地 得 到 系统 对 任意 信号 的 响应 。 信 号 
可 以 从 不 同 的 角度 分 解 ,信号 分 解 方式 的 不 同 导 致 系统 不 同 的 分 析 方法 。 下 面 讨论 信号 的 
时 域 分 解 。 

1.4.1 信号 的 交 直 流 分 解 


信号 /2) 的 直流 分 量 是 指 信号 的 平均 值 , 记 为 , 它 是 信号 波动 的 中 心 。 信 号 随时 间 变 
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化 的 部 分 称 为 信号 的 交流 分 量 , 记 为 1 ,并且 有 
下 三 和 二 | fdr (1-34) 
cd = 


Ys 
tim 去 | ， far=0 (1-35) 
若 /(4) 是 功率 信号 , 则 有 
-如 


= tim 去 | ， (f +f)d 
= 2TJ- 


一 = 户 +m 赤 | ， fd (1-36) 


式 (1-36) 说 明 , 信 号 的 平均 功率 等 于 其 直流 功率 和 交流 功率 之 和 。 
1.4.2 信号 的 冲 激 函 数 分 解 区 本 
t 
任意 信号 可 以 用 多 个 矩形 脉冲 来 逼近 ,如 图 1-23 OLS = ==== ] 
所 示 。 
当 4 二 tr 时 ,脉冲 高 度 为 F(r) ,脉冲 宽度 为 Ar, 存 
在 区 间 为 s(: 一 rz) 一 s(t 一 r 一 Ar), 于 是 ,此 窗 脉 冲 可 
表示 为 0 T THAT 7 


,A (1-37) 图 1.23 “信号 的 矩形 脉冲 通过 
当 r 从 一 c= 变 化 到 = 时 ,7(D) 可 表示 为 多 个 窗 脉 


冲 的 县 加 
f(D 名 fCD [elt—D)—e(t—rt— Ar)] 
Ee Jet DD =et = A 
Br rt) RE Ar 
令 Ar>0, 则 有 
.» [el(t—D) et rt AD] _ dr) 
kim Ar dt We) 
当 Ar 一 dr 时 , > 一 | .因此 有 
f(y = | read 一 dr (1-38) 
式 (1-38) 表 明 , 信 号 /(4) 可 以 分 解 为 不 同时 刻 的 不同 强度 的 冲 激 函数 之 和 。 在 每 个 
分 解 点 rz 处 冲 激 的 强度 为 F(r) 。 


信号 的 冲 激 函数 分 解 在 系统 分 析 中 有 重要 意义 。 当 求解 信号 /(4) 通 过 LTI 系统 产生 
响应 时 ,只 需求 解 冲 激 信号 通过 该 系统 产生 的 响应 ,然后 利用 线性 时 不 变 系统 的 特性 ,进行 
全 加 和 延 时 即 可 求 得 信号 Fo) 产生 的 响应 。 
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1.4.3 信号 的 阶 跃 函数 分 解 


除了 用 多 个 矩形 脉冲 之 和 来 表示 信号 之 外 ,信号 还 可 以 用 一 系列 阶 路 信号 的 释 加 来 逼 
近 , 如 图 1-24 所 示 。 


图 1-24 信号 的 阶 路 信号 通 近 


fA (GO)s( 十 LFCAD 一 0)]eG 一 AD 十 LFC2AD) 一 CAD)]eG 一 2At) 十 … 


一 /(0)e(?) 十 DEAD) —/((k—1)At) le(t— kAL) 
k=1 


e(t—kAt)* AL 


fe + LEAD — /Ck — DAD] 
k=1 


Ai 
当 At>dr 时 ,kA1>rt, >) 一 | ,因此 有 


GO= Co)sCo) 上 de Ddr 
0 T 
= /VeW +| fel — Dar (1-39) 
当 上 从 一 co 变化 到 ce 时 , 式 (1-39) 为 
/0) = 上 | = 和 (1-40) 
式 (1-40) 表 明 , 信 号 /(1) 可 以 分 解 为 无 穷 多 个 阶 雅信 号 的 共 加 。 在 每 个 分 解 点 + 处 阶 
路 信和 号 的 幅度 为 "(7)。 


除了 上 述 分 解 外 ,还 有 前 面 提 到 的 信号 的 奇 、 偶 分 解 以 及 虚 、 实 分 解 等。 信号 的 分 解 是 
系统 分 析 的 基础 ,不 同 的 分 解 方 法 ,导致 系统 不 同 的 分 析 方 法 。 在 后 面 章节 将 会 介绍 信号 的 


其 他 分 解 形式 。 
习题 
1-1 判定 下 列 信号 是 否 是 周期 信号 ,若是 周期 信号 ,确定 其 周期 。 
(1) Ci) 一 cos4zt 十 sin7z (2) Fi) 一 sin2xt 一 coOs3Lt 
(3) f()=costt+3sin V2t (4) f(1)= (5cos37)’ 


(5) f= >) 2[e(z 24) 一 s(t 一 24 一 1)] (6) f(1)=e 


k=—oo 
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1-2 已 知 信号 /7D 的 波形 如 图 1-25 所 示 , 试 画 出 /一 二 (一 1 ] 的 波形 。 


1-3 已 知 信 号 /(1) 的 波形 如 图 1-26 所 示 , 试 画 出 /(3 一 27) 的 波形 。 


/0D 


图 1-25 题 1-2 图 图 1-26 题 1-3 图 


1-4” 试 求 如 图 1-25 所 示 信 号 的 导数 ,并 绘制 该 导数 信号 的 波形 。 
1-5 绘制 下 列 连续 信号 的 波形 : 


(1) f(t)=(1—2e ')e() (2) f(1)=(3e 一 2e *)e(t) 
(3) Fi) 一 (5e-' 十 3e-3)e( 一 1) (4) CO) 一 2e-3lde(D) 

(5) f(1)=e zcos(10rt)[e(O) 一 se( 一 2)] (6) f{(1)=e ze(sint) 

1-6 绘制 下 列 连续 信号 的 波形 ,注意 它们 的 区 别 。 

(1) Fo 一 上 Le(O) 一 se( 一 1)] (2) 大 (一 此 (一 1) 

(3) (一 上 Le(D) 一 e(t 一 1)] 十 e(G 一 1) (4) 大 (一 (一 1)e(Ct 一 1) 

(5) (0O) 一 一 (一 1)[e(t) 一 e(t 一 1)] (6) (0) 一 上 Le(t 一 2) 一 eC 一 3)] 


(7) FOOD) 一 (一 2)[e(t 一 2) 一 e(: 一 3)] 
1-7 试 写 出 如 图 1-27 所 示 各 信号 的 表达 式 。 


(© (d) 


1-27 题 1-7 图 


1-8 试 求 图 1-27(a)、(b)、(c) 所 示 各 信号 的 导数 信和 号 ,并 绘制 各 导数 信号 的 波形 。 
1-9 试 化 简 下 列 各 信号 的 表达 式 。 

(1) Go 一 (一 1)8( 一 1) (2) Co) 一 (2sinrt 十 D)6CG 十 2) 

(3) FoOD) 一 er(G 一 1) (4) (GD) 一 sin(rt 十 10)(e 一 一 D6G0 一 1) 
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1-10 计算 下 列 各 式 。 


(1) GD) 一 # 全 [es(O] (2) f0) = 六 sc —6 (1) dt 
(3) /w=| (4+r)6(1—r)dr (4) CO = | (er +08 (§)ar 
1-11 应 用 冲 激 信 号 的 筛选 性 质 , 求 下 列 各 式 的 值 。 
(1) [ee —31+ De di (2) [sinc2 — 3D6(D di 

+3 + 
‘3 | 6(21— 1)e(1)dr ow | (e*+1)6(2— 2d 

攻 加 

人 1 
G5)| (31 + D863 — Dd ‘© | (十 Da 到 十 1ju 


1-12 试用 MATLAB 绘制 题 1-5 各 信号 的 波形 。 
1-13 试用 MATLAB 绘制 题 1-7 各 信号 的 波形 。 
1-14 试用 MATLAB 求解 题 1-8。 
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CHAPTER 2 


系统 所 涉及 的 范围 十 分 广泛 ,包括 大 大 小 小 有 联系 的 事物 组 合体 ,如 物理 系统 、 非 物理 
系统 、 人 工 系 统 、 自 然 系统 、 社 会 系统 等 。 系 统 具 有 层次 性 ,可 以 有 组 套 系统 。 对 某 一 系统 ， 
其 外 部 更 大 的 系统 称 为 环境 ,所 包含 的 更 小 的 系统 为 子 系统 。 因 为 “信和 号 与 系统 ”课程 涉及 
的 是 电信 号 ,所 以 这 里 的 系统 是 指 产生 信号 或 对 信号 进行 传输 、 处 理 变 换 的 电路 系统 , 即 由 
电路 元 器 件 组 成 的 实现 不 同 功能 的 整体 。 后 面 我 们 将 用 具体 
的 电路 系统 的 例子 来 讨论 信号 的 传输 、 处 理 、 变 换 等 问题 。 例 
图 2-1 信号 与 系统 分 析 框图 如 ,我 们 所 涉及 的 连续 系统 ,其 功能 是 将 输入 信号 转变 为 所 需 

的 输出 信号 ,如 图 2-1 所 示 。 

图 2-1 中 ,/(4) 是 系统 的 输入 (激励 ),y(4) 是 系统 的 输出 (响应 )。 为 叙述 简便 ,激励 与 

响应 的 关系 也 常 表示 为 /(1) 一 y(1) ,其 中 * 一 ”表示 系统 的 作用 。 


J0 一 一 | 系统 一 一 y(0) 


2.2 系统 的 分 类 


2.2.1 系统 的 初始 状态 


在 讨论 连续 系统 的 分 类 之 前 ,首先 讨论 引起 连续 系统 响应 的 初始 状态 (条 件 ) ,其 基本 概 
念 也 可 用 于 离散 系统 “初始 实际 是 一 个 相对 时 间 , 通 常 是 指 一 个 非 零 的 电源 接 人 电路 系 
统 的 瞬间 ,或 电路 发 生 * 换 路 ”的 瞬间 ,可 记 为 * 一 总。 为 讨论 问题 方便 ,一 般 将 mw 一 0 作为 “ 初 
始 ” 时 刻 , 并 用 0_ 表示 系统 * 换 路 ”前 系统 存储 的 初始 状态 ,用 0+ 表示 * 换 路 后 系统 响应 的 
初始 条 件 。 

下 面 以 电容 .电感 的 电压 .电流 关系 为 例 来 理解 系 
统 初始 状态 与 初始 条 件 。 

【 例 2-1】 如 图 2-2 所 示 简单 理想 电路 系统 ,已 知 {OO GE 
激励 电流 i(2) , 求 响应 ve (1) 。 

解 : 由 电容 的 电压 、 电 流 关系 i 
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dvc (71) 
dr 


ic(t)=i(1t)=C 
该 式 是 一 阶 线性 微分 方程 , 解 此 方程 可 得 响应 为 
vc(t) = 二 | codr 
该 式 说 明 电容 电压 与 过 去 所 有 时 刻 流 过 电容 的 电流 有 关 , 因 此 也 称 电 容 为 动态 ( 记 
忆 、 储 能 ) 元 件 。 要 知道 全 部 时 刻 的 电流 ic(2) 是 不 实际 的 ,通常 要 计算 的 vc(0) 一 般 需 要 
由 已 知 某 时 刻 t。 开始 到 所 要 计算 时 刻 z 的 iD 以 及 此 时 刻 前 的 电容 电压 ve (4) 来 确 
定 , 即 
0 | zcodr = + 去 | ic(Ddr 
车 4 二 0, 则 上 式 成 为 
i = (0 + 二 | zeodr 
因此 ,只 有 已 知 :4 或 上 >0 时 的 ic() 以 及 系统 的 初始 条 件 ve (io+ ) 或 vc(0+ ) ,才能 求解 
! 二 (全 0) 系 统 的 响应 ve (1)。 
而 vc(t+ ) 或 vec(0+ ) 与 系统 的 初始 状态 vc (1o- ) 或 wec(0- ) 密 切 相关 。wc (1o- ) 或 
uc(0_ ) 是 在 ic(O) 时 刻 :一 -或 :一 0- 以 前 的 作用 ,反映 了 系统 在 该 时 刻 的 储 能 。 
由 电容 与 电感 的 对 偶 关 系 , 不 难得 到 


iL (1) 
wl) =L 
以 及 
= 寺 ee +i| 让 
区 El 
车。=0, 则 有 


C= 二 0) 十 二 | v(t)dr 
了 Jo+ 


与 电容 情况 相同 ,该 式 表明 电感 也 是 动态 (记忆 / 储 能 ) 元 件 。 只 有 已 知 /一 mm (或 上 之 0) 
时 的 wv.(7) 以 及 系统 的 初始 条 件 i (to4 ) \ii (04 ) ,才能 求解 全 ww (二 0) 系 统 的 响应 去 ()。 
同样 立 (t+ ) 、iL (0+ ) 与 系统 的 初始 状态 立 (t- ) ,iL(0- ) 密 切 相 关 ,iL (1o- ) ,ii (0- ) 是 电压 
(CO 在 时 刻 1 二 ww- 或 1 二 0- 以 前 的 作用 , 即 系统 在 该 时 刻 的 储 能 。 


2.2.2 系统 的 响应 


根据 引起 响应 的 不 同 原因 ,系统 的 响应 可 以 分 为 零 输入 响应 与 零 状 态 响 应 。 

系统 的 零 输 入 响应 与 零 状态 响应 分 别 定义 如 下 : 

当 系 统 的 激励 为 零 , 仅 由 系统 初始 状态 ( 储 能 ) 产 生 的 响应 是 系统 的 零 输入 (Zero Input) 响 
应 , 记 为 ys (1) 或 y, (1); 当 系统 的 初始 状态 ( 储 能 ) 为 零 , 仅 由 系统 激励 产生 的 响应 是 系统 的 零 
状态 (Zero State) 响 应 , 记 为 w, (7) 或 yj (1)。 

下 面 通过 具体 例题 来 讨论 系统 的 响应 。 

【 例 2-2】 分 析 如 图 2-2 所 示 电 路 系统 , 且 已 知 ve(0- )==1/2V,C==2F, 电 流 i(1) 的 波 
形 如 图 2-3 所 示 , 求 :三 0 的 响应 ve (7) ,并 绘 出 波形 图 。 
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解 : 由 已 知 条 件 可 知 ,该 系统 既 有 初始 储 能 ,也 有 激励 ,所 以 系统 响应 既 有 初始 储 能 产 
生 的 部 分 ,也 有 激励 产生 的 部 分 。 从 电流 ;2) 波 形 可 知 ,iD) 除 了 在 :一 0 时 刻 加 入 ,在 1=1 
及 :一 2 还 有 变化 ,都 可 以 理解 为 “ 换 路 ”, 因 此 在 1 二 0- \t 二 1- 及 1 二 2- 分 别 有 三 个 初始 状态 
vwc(0-)、vc(1- ) 和 wc(2- ), 利 用 电容 电压 无 跳 变 ,可 以 解 出 对 应 的 三 个 初始 条 件 vec(0+ )、 
vc(1+) 和 we(24+ )。 由 此 得 到 响应 (如 图 2-4 所 示 ) 为 


1 
豆 t<0 四 ee: 
vc(0+) = ve(0-) = aV 
w+ 二 2dr 0 一 :过 1 
vc(t)= OF 其 中 ve(l+) = ve(l-)=%V 
1 fe 
(1 ) 一 二 | 2dr 1 一 :过 2 
Wo ve(21) = ve(2-) = 二 V 
vc(2+) £2>2 
1 
豆 0 
到 十 : 0 
15 
到 三 1 as 
玛 i>2 


图 2-3 例 2-2 电流 i(?) 波 形 图 2-4 例 2-2 中 wc(#) 波 形 


例 2-2 是 一 阶 微分 方程 描述 的 简单 系统 。 可 以 看 到 ,为 了 求解 它 的 响应 ,除了 知道 系统 
的 激励 外 ,还 需要 知道 系统 的 初始 条 件 。 
推论 ,车 系统 是 由 阶 微分 方程 描述 的 , 则 求解 响应 除了 激励 外 ,还 必须 知道 系统 的 
个 初始 条 件 ( 状 态 ) 。 
nn 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形式 为 
an 和 yD 十 as yc 二 十 a hy) 十 aoy(t) 
(2-1) 


= bn ff CD + bn 革 /D 十 十 f(D +6 
车 初始 条 件 y 包 (04+)G==0,1,…,n 一 1]) 或 y (0-)(j==0,1,…,n 一 1) 已 知 ,要 根据 给 
定 的 初始 条 件 来 求解 系统 的 零 输入 响应 。 
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2.2.3 系统 的 分 类 


1. 动态 系统 与 静态 系统 

含有 动态 元 件 的 系统 是 动态 系统 ,如 RC 电路 、RL 电路 。 没 有 动态 元 件 的 系统 是 静态 
系统 ,也 称 即 时 系统 ,如 纯 电 阻 电路 。 

动态 系统 在 任意 时 刻 的 响应 不 仅 与 该 时 刻 的 激励 有 关 , 还 与 该 时 刻 以 前 的 激励 有 关 ; 
静态 系统 在 任意 时 刻 的 响应 仅 与 该 时 刻 的 激励 有 关 。 描 述 动态 系统 的 数学 模型 为 微分 方 
程 ,描述 静态 系统 的 数学 模型 为 代数 方程 。 

2. 因果 系统 与 非 因果 系统 

因果 系统 满足 在 任意 时 刻 的 响应 y(2) 仅 与 该 时 刻 以 及 该 时 刻 以 前 的 激励 有 关 , 而 与 该 
时 刻 以 后 的 激励 无 关 。 也 可 以 说 ,因果 系统 的 响应 是 由 激励 引起 的 ,激励 是 响应 的 原因 , 响 
应 是 激励 的 结果 ,响应 不 会 发 生 在 激励 加 入 之 前 ,系统 不 具有 预知 未 来 响应 的 能 力 。 例 如 系 


统 的 激励 /与 响应 y(/) 的 关系 为 fo) 一 Sa 人 ,这 是 一 阶 微分 方程 ,而 响应 与 激励 的 关系 


y(t) = | reodr 是 积分 关系 , 则 该 系统 是 因果 系统 。 响 应 与 激励 具有 因果 关系 的 系统 也 


称 为 物理 可 实现 系统 。 

如 果 响 应 出 现在 激励 之 前 ,那么 系统 就 是 非 因果 系统 ,也 称 为 物理 不 可 实现 系统 。 例 如 
如 图 2-5(a) 所 示 系 统 的 响应 与 激励 的 关系 为 mw (0 三 万 (一 1) ,响应 出 现在 激励 之 后 , 则 系 
统 是 因果 系统 ; 而 如 图 2-5(b) 所 示 系 统 的 响应 与 激励 的 关系 为 y (1) 三 f(t 十 1) ,响应 出 现 
在 激励 之 前 ,那么 该 系统 就 是 非 因 果 系 统 。 


hb (OR) ya(DAA+1) 
olT 7 or TH 了 ol 7 Tol rT 


(a) 因果 系统 (b) 非 因果 系统 
图 2-5 因果 系统 和 非 因果 系统 


一 般 由 模拟 元 器 件 , 如 电阻 电容、 电感 等 组 成 的 实际 物理 系统 都 是 因果 系统 。 在 数字 
系统 中 对 数字 信号 进行 处 理 时 ,利用 计算 机 的 存储 功能 ,可 以 副 近 非 因果 系统 ,从 而 实现 许 
多 模拟 系统 无 法 完成 的 功能 ,这 也 是 数字 系统 优 于 模拟 系统 的 一 个 方面 。 

男 外 ,<0 时 为 零 的 信号 也 称 为 因果 信号 。 对 于 因果 系统 ,在 因果 信号 激励 下 其 响应 
也 是 因果 信号。 

3. 连续 时 间 系 统 与 离散 时 间 系 统 

激励 与 响应 均 为 连续 时 间 信 号 的 系统 是 连续 时 间 系 统 ,也 称 模拟 系统 ; 激励 与 响应 均 
为 离散 时 间 信 号 的 系统 是 离散 时 间 系 统 。 普 通 的 电视 机 是 典型 的 连续 时 间 系 统 , 而 计算 机 
则 是 典型 的 离散 时 间 系 统 。 

随 着 大 规模 集成 电路 技术 的 发 展 与 普及 , 越 来 越 多 的 系统 是 既 有 连续 时 间 部 分 又 有 离 
散 时 间 部 分 的 混合 系统 。 如 图 2-6 所 示 为 一 个 混合 系统 。 
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-| AD 上 各 -| 数字 记 波 器] -| DA 


MD 


图 2-6 混合 系统 


4. 线性 系统 与 非 线 性 系统 
“线性 ”系统 是 满足 释 加 性 与 齐 次 性 条 件 的 系统 。 考 虑 引起 系统 响应 的 因素 ,除了 系统 
的 激励 之 外 ,还 要 考虑 系统 的 储 能 ,因此 线性 系统 必须 满足 以 下 三 个 条 件 。 


1) 可 分 解 性 
线性 系统 的 响应 可 以 分 解 为 零 输 入 响应 与 零 状态 响应 , 即 系统 响应 可 表示 为 

y(1) = ys (0) 十 ys (0) (2-2) 
2) 零 输 入 线性 


输入 为 零 时 ,由 各 初始 状态 {z (0)， zz(0),… ,xz,(0)} 引 起 的 响应 满足 释 加 性 与 齐 次 
性 , 若 
TO0) yalt) (k=1~n) zt 过 0 


则 

DaiziO0) > Payaalt) (k=1~n) it>0 (2-3) 

k=1 k=1 
式 (2-3) 可 用 图 2-7 的 方 框图 表示 。 

x(0 ) yn(D) 

一 一 | 统 “ 广 一 一 一 忆 a 

A Darx0 ) Daya(d) 
则 | 了 大 | 一 
xn(0 ) 系统 yam(!) 
图 2-7 零 输入 线性 


3) 零 状 态 线性 
初始 状态 为 零 时 ,由 各 输入 激励 广 (0), 户 (,…，, 户 (0 引 起 的 响应 具有 和 麦 加 性 与 齐 
次 性 , 即 若 
fi(D)e(1) 一 ys(Ct)E(Ct) 
则 
DafilDelt) 一 Sbiyw Ces) (2-4) 
i=1 i=1 
式 (2-4) 可 由 图 2-8 的 方 框图 表示 。 


WW) 系统 Jsl(D) 


则 一 一 “| 东 统 -| 一 一 


f(t ml 
fn() 系统 -wm(!) 


2-8 零 状态 线性 
不 满足 上 述 任何 一 个 条 件 的 系统 都 是 非 线 性 系统 。 
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如 果 线 性 系统 满足 因果 性 ,那么 由 :二 0,f(7) 二 0, 可 以 得 到 y(1) 二 0(1 过 0)。 
【 例 2-3】 已 知 系统 输入 f(7) 与 输出 y(z) 的 关系 如 下 ,判断 下 面 的 系统 是 否 为 线性 


系统 。 
(1) y(2)=57x(0- ) CD)e(CD); 
(2) y(1)=47x(0-)+3f° (el); 


(3) y(D) =2z(0_)+ 引 rdr。 
0_ 


解 : (1) 不 满足 可 分 解 性 ,是 非 线 性 系统 。 
(2) 不 满足 零 状态 线性 ,是非 线 性 系统 。 


(3) 满足 可 分 解 性 、 零 输入 线性 、 零 状态 线性 ,所 以 该 系统 是 线性 系统 。 
【 例 2-4】 讨论 具有 如 下 输入 和 输出 关系 的 系统 是 否 为 线性 系统 。 


y(1)= 2+3f0) 
解 : fi (2) yy1(0)== 2 十 3f1() 
f2C1) H(t)= 2+3f2C1) 


iD+ fd) 00)= +f + f(AmD Fy 一 4 十 3L 记 CO) 十 CO] 
从 上 述 推导 ,该 系统 应 属 非 线性 系统 。 但 是 考虑 到 DOF2 


7(OD=0 时 ,>(0)=2, 若 把 它 看 作 是 初始 状态 引起 的 零 输 。 
入 响应 , 则 满足 线性 系统 条 件 , 故 该 系统 是 线性 的 。 这 个 。“ “| 线性 系统 


系统 的 输入 和 输出 关系 如 图 2-9 所 示 。 
5. 时 变 系统 与 非 时 变 系统 


3/(7) 上。 MD) 


图 2-9 例 2-4 系统 


从 系统 的 参数 来 看 ,系统 参数 不 随时 间 变 化 的 是 时 
不 变 系 统 ,也 称 非 时 变 系统 、 常 参 系统 、 定 常 系统 等 ; 系统 参数 随时 间 变 化 的 是 时 变 系统 ,也 


称 变 参 系统 。 


从 系统 响应 来 看 ,时 不 变 系统 在 初始 状态 相同 的 情况 下 ,系统 响应 与 激励 加 入 的 时 刻 无 
关 。 即 在 {fzi(0) ,x200),… ,zx,《0)} 时 ,f(D 一 y() , 则 在 {z(to) ,zz (to),…,x,(to)} 时 ,有 
f= yt= (2-5) 
时 不 变 系统 的 输入 输出 关系 可 由 图 2-10 表示 。 由 图 可 见 , 当 激 励 延 迟 一 段 时 间 mw 加 
入 时 不 变 系统 时 ,输出 响应 亦 延 时 4 才 出 现 , 并 且 波 形变 化 的 规律 不 变 。 


AD 


f0 


OIL 了 t 一 人]| 时 不 变 系统 


-人 


Ai-t) | 
[2] to totT 


B00) 


DC- 人) 


"| | 
of 7 


图 2-10 时 不 变 系统 
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【 例 2-5】 已 知 系统 激励 与 响应 之 间 的 关系 如 下 ,判断 该 系统 是 否 是 时 不 变 系统 。 
y(t) = cos3t* x(0)++2t° fl(1)elt) 
解 : 因为 初始 状态 z(0) 与 激励 /(1)e(1) 的 系数 均 不 是 常数 ,所 以 系统 是 时 变 系统 。 


2.3 卷 积 及 其 性 质 


卷 积 积分 是 线性 系统 时 域 分 析 最 基本 的 方法 ,为 加 深 对 线性 系统 时 域 分 析 的 理解 ,下 面 
先 讨论 卷 积 积 分 。 
2.3.1 卷 积 
对 两 个 具有 相同 自 变 量 : 的 函数 户 Co) 与 户 (0) 进 行 积分 运算 ,产生 一 个 新 的 函数 >(z) 。 
将 积分 
WD = Ym A= [feWf Dar (2-6) 


定义 为 j1(0) 与 f;(4) 的 卷 积 积分 。 
设 10) 为 因果 信号 ,; 即 户 (O) 三 户 (Os(CO ,而 f;(1) 为 一 般 信 号, 则 有 


f(D x CD 一 [ET 


= [TA (2-7) 
再 设 f;(1) 为 因果 信号 , 即 户 (0) 三 户 (osCO) ,但 f1(7) 为 一 般 信号, 则 
f(D x f(t) = [AV Ved Dde 


一 上 de (2-8) 


最 后 设 f1(1) 、f;(1) 均 为 因果 信号 ,; 即 40 二 f(Del), fz(1)==f2(4)e(1), 将 上 面 的 
结果 代入 式 (2-6) ,得 到 


10) * CD) =| Df Dd 1t>0 (2-9) 
式 (2-9) 是 在 /1(1)、f2(4) 均 为 因果 信号 条 件 下 进行 卷 积 运算 的 特例 。 


2.3.2 任意 函数 与 6(1) 、e (1) 卷 积 


1. 任意 函数 与 6(1) 卷 积 
任意 函数 与 (7) 卷 积 , 则 有 
f1(D) #6(1) 一 CD) (2-10) 
证 明 : 
fi() #80) = 三 Fr)8(G 一 rz)dr 一 /| ed Dade = #0 
即 任意 函数 /0) 与 6(7) 卷 积 等 于 /(1) 本 身 。 
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2. 任意 函数 与 6(1 一 据 ) 卷 积 
任意 函数 与 SC 一) 卷 积 , 则 有 
f(D < 一 五 ) = f(t—4) C2=11y 
证 明 : 
J x80)= | fr)dr = -人 ac 一 -一 ad 
= f(t—t) 
由 式 (2-11) 可 知 ,任意 函数 与 6(1 一 4) 卷 积 ,相当 于 该 信号 通过 一 个 延 时 ( 移 位 ) 器 ,如 
图 2-11 所 示 。 


JD— oD) Ef) = fA EN ft) 


图 2-11 任意 函数 与 SG 一 所) 卷 积 


3. 任意 函数 与 a(1) 卷 积 
任意 函数 与 e(1) 卷 积 , 则 有 


CO xelt) =| rodr (2-12) 
证 明 : 
CD elt) = [we 三 动 直 二 | oar 
由 式 (2-12) 可 知 , 任 意 函 数 与 e(1) 卷 积 ,相当 于 信号 通过 一 个 积分 器 ,如 图 2-12 所 示 。 


Jj0 一 = <s0 0) =- 1 一 = | 0 


图 2-12 任意 函数 与 e(7) 卷 积 


2.3.3 卷 积 的 性 质 


当 户 (0 、 (0 、 As CO 分 别 满足 可 积 条 件 时 ,一 些 代 数 性 质 也 适合 卷 积 运算 。 
1. 交换 律 
交换 律 可 表示 为 
fi ¥ fal1) 一 户 (DO* 亡 (D (2-13) 
证 明 : 


PoOxPO= 全 DAU 
= EE Ct 一 dz( 短 侵 二 芭 


= 六 (Cr) 记 (一 rz)dr 
交换 律 的 实际 应 用 意义 如 图 2-13 所 示 。 
WO—| FO0 | -0 = 0 0 0 


图 2-13 交换 律 的 实用 意义 
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2. 分 配 律 
分 配 律 可 表示 为 

户 (Ox[LP(GD 十 户 (O] 王 万 (ODx 户 (十 户 (Ox 户 (CD (2-14) 
证 明 : 


f(D x [fal + fi)]= [A 车 闪 站 三 二 入 


I en A Dart | PA Pd 


= f1) x f(D + A Dx* fa) 
分 配 律 的 实际 应 用 意义 如 图 2-14 所 示 。 


flD 
OD— ANAD 上 一 0 = fiW—| 0d—% 
Jf) 


图 2-14 ”分配 律 的 实用 意义 


3. 结合 律 
结合 律 可 表示 为 

fi x [fil) x fs = [fC * f(t)]* Co) (2-15) 
证 明 : 


[fi x 户 (DO]x 户 (O) 
= 全 J fae DA Dr 
=| Ano NAC AC 一 Ddz]d 
令 r 一 1 一 z,r 一 z 十 ,dr 一 dz, 代 入 上 式 
下 [x CD A —2—z)dz]d 


= f1(1) x [feC) * fC2)] 
结合 律 的 实际 应 用 意义 如 图 2-15 所 示 。 


JI0 一 一 AD 一 | AD) 一 0D = 10 一 PORBD 一 0) 


图 2-15 结合 律 的 实用 意义 


4. 时 移 性 质 
时 移 性 质 用 公式 表示 为 
ft) = f(to) x (一 右 ) 
=f1(t—n)* (一 加 ) 
一 户 ( 人 一 加 一 所 )< f(t) 
一 户 (i) < (一 加 一 右 ) (2-16) 
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证 明 : 
Ae A 六 一 上 上 式 委 》 


=| /fe dr = mss) 
同 理 可 证 式 (2-16) 的 其 他 形式 。 
5. 卷 积 的 微 ,积分 性 质 
1) 微分 性 质 
微分 性 质 用 公式 表示 为 
EL *f:(1)] = [00] * f(t) = fi(1) x [ 0] (2-17) 
证 明 : 


lA Ddr] [nw Dar 
= fi(1) * [Ef:®] 
同 理 可 证 
本 [人 (ix fs(1)] = 过 (2) | x fC1) 
dt 1 2 [Er 1 ] 3 
式 (2-17) 表 示 对 两 个 函数 的 卷 积 函数 微分 ,等 于 对 其 中 一 个 函数 微分 后 再 进行 卷 积 。 
2) 积分 性 质 
积分 性 质 用 公式 表示 为 
fw * fi (WJdA = fi(1) *| /Wd = f(t) *| ood (2-18) 


证 明 : 

AC A 
=| 9 pa-ou]e 
= oOx| AW 

同 理 可 证 


[mw x fu (WJ = fl) *| AW 
3) 微 、 积 分 性 质 


若 
wy(D) 一 万 (Ox* 户 (0) 
则 
y= PD x (CD) (2-19) 
其 中 , i\j 取 正 整数 时 为 导数 的 阶 次 取 负 整数 时 为 重 积分 的 阶 次 。 特 别 有 


0 Me 2 全 


*| fd 
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= fi Wd (2-20) 


证 明 : 
dfi 0) 


a *| Poou= 


了 
dr 


Ue 


| Pa-oa]d 


[A pr ea DD] 


= 全 mopPc 一 rz)dr 一 广 (Ox f(t) 
【 例 2-6】 用 MATLAB 夯 出 门 函数 3[e(t 十 1) 一 e(1 一 2)] 与 指数 函数 2e*' 卷 积 的 图 形 。 


解 : MATLAB 程序 如 下 : 


t5 = t1:T:t2; 

t6 = t3:T:t4; 

f1=2*xexp(—2*xt5); 

f2=3x (stepfun(t6, — 1)— stepfun(t6,2)); 
[Y] = conv(f£1, £2); 

Y=YxTit= (tl+t3):T:(t2+t4); 
subplot(3,1,1); 


名 生成 t5 的 时 间 向 量 
名 生成 t6 的 时 间 向 量 
名 生成 fl 的 样 值 向 量 


名 序列 y 非 零 样 值 的 宽度 
名 f1(t) 的 波形 


plot(t5, £1);axis([(t1l+t3), (t2+t4),min(f£1),max(f1) +0.5]); 


Ylabel( 'f1(t)');line([0,0],[0,2.5]); 
title( ' 信 号 卷 积 '); 
subplot(3,1,2); 


plot(t6, £2);axis([ (tl + t3), (t2+t4),min(f£2),max(f£2) + 0.5]); 


ylabel( 'f2(t)"); 
subplot(3,1,3); 
plot(t, y); 


axis([(t1+t3), (t2+t4),min(y), max(y) + 0.5]); 


ylabel( 'y(t)') 


其 运行 结果 如 图 2-16 所 示 。 


%Y(t) 的 波形 


【 例 2-7】 夯 出 门 函数 [e(t 十 1) 一 e(41 一 2)] 与 门 函 数 3[e(1) 一 e(1 一 2)] 卷 积 的 图 形 。 


解 : MATLAB 程序 如 下 : 


clear all; 

T=0.01;tl= -2;t2=3;t3= -1;t4=2; 
t5=t1:T:t2; 

t6 = t3:T:t4; 

fl = (stepfun(t5, 一 1) — stepfun(t5,2)); 
f2=3x (stepfun(t6,0) - stepfun(t6,2)); 
[y,ty] = convwthn(f1, t1, £2, t2); 
Y=yY*T;t= (tl+t3):T:(t2+ t+4); 
subplot(3,1,1); 

plot(t5, £1); 


axis([(t1+t3), (t2+t4),min(f1),max(f1) + 0.5]); 


名 生成 t5 的 时 间 向 量 
名 生成 t6 的 时 间 向 量 
名 生成 fl 的 样 值 向 量 


名 序列 Y 非 零 样 值 的 宽度 
名 f1(t) 的 波形 
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title( ' 门 函数 卷 积 '); 

ylabel( 'f1(t)'); 

subplot(3,1,2); 名 f2(t) 的 波形 
plot(t6, £2); 

axis([(t1+t3), (t2+t4),min(f2),max(f2) + 0.5]); 

ylabel( 'f2(t)"); 

subplot(3,1,3); 名 Y(t) 的 波形 
plot(t, y); 

axis([(t1+t3), (t2+t4),min(y), max(y) + 0.5]); 

Ylabel( 'y(t) '); 


其 运行 结果 如 图 2-17 所 示 。 


信号 卷 积 
2.5 Tt T T T T 
二 
S 15 J 
De 1 叫 
0.5 -| 
h hn 1 
-2 -1 0 1 2 3 4 5 
+ Tr 
3 ] 
号 2 
1 J 
0 1 ， 1 1 
-2 -1 0 1 2 3 4 5 
3 
2 
三 
1 


-2 -l 0 1 2 3 4 5 


图 2-16 例 2-6 卷 积 波形 图 


门 函数 卷 积 


用 
o 
© 


3 0 1 2 3 4 5 
3 r r ] 

Ss 2 - 

中 J 
0 -2 -1 0 1 2 3 4 5 
6 

一 4 

S 

2 


3 -2 -1 0 1 2 3 痊 5 


图 2-17 例 2-7 门 函数 卷 积 波形 图 
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【 例 2-8】〗 Ac) CO 的 图 形 如 图 2-18 所 示 , 用 微 、 积 分 性 质 求 y(1) 二 (14) * 有 (1)。 


AD MD 
1 2 


ol | 了 


2-18 例 2-8 的 f(D) 和 有 (2) 


f 0)= EL —1)—6(—2)] 
g(t)= [nwa |_ee wa (1 一 erzDe(1) 
广 ( 和 8g (0 如 图 2-19 所 示 。 
MAO) 


图 2-19 例 2-8 的 f(D) 和 g(7) 


利用 微 、 积 分 性 质 , 则 有 
YD)= fh0) = f (0) x g1) 


E[3C 一 1) 一 5 2]* (#0 ee] 


Fa ee = ae! -a 


= Fa = De = DD==2 Sle EV) 2 


FU 一 ee) 和 二 


人 AC er2(D ) ££ 
0 其 他 
2.3.4 卷 积 的 图 解法 


卷 积 的 图 解法 是 计算 卷 积 的 基本 方法 之 一 ,其 优点 是 可 以 直观 确定 积分 上 下 限 和 积分 
条 件 ,而 且 作 图 方便 。 

图 解法 具体 步骤 如 下 。 

(1) 变量 替换 : f(1) 一 (7) ,函数 图 形 不 变 , 仅 一 ~r。 

(2) 反 转 、 移 位 : AD 一 At 一 rz) ,包括 两 部 分 运算 : 

Q@ 反 转 : 有 (划一 hr) 一 大 (一 rz); 

加 移 位 : :<0 左 移 ,: 盖 0 右 移 ,t 是 h( 一 避 与 h(i 一 人 之 间 的 “距离 ”。 
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(3) 将 反 转 、 移 位 后 的 图 形 (一 rz) 与 F(r) 相 乘 。 

(4) 求 出 &( 一 z) 与 7Cr) 相 乘 后 ,其 非 零 值 区 的 积分 (面积 ) 。 

下 面 举例 说 明 图 解法 的 具体 应 用 。 

【 例 2-9 】 Fo 、h() 如 图 2-18 所 示 , 再 用 图 解法 求 y(1) 二 f(1) x 有 (7)。 
解 : 具体 计算 如 图 2-20 所 示 。 


y(0) 501 ee —1)—e(t—2)]+ Fle? em le(t—2) 
2 eje(t—1) S01 e@ m2 Je(t — 2) 
AD 
E 一 四 
ol 1 . 3 
ho 
1 
右 二 (a) =0, AD*h()=0 
ninDN 
1 0<i<1 
of k (b) 0<1<1, R00 
Hi 一 可 
中 -1<<2 
多 图 
! 加 (0) 1<1<2, A hh Ee 3ndr=S (1-e 2) 
0 1 这 T “ 一 
有 三 可 
My. rh 1>2 
1 
5 4 一 (0 2, A fe andr= 生 Geara-ea) 
yD 1 1 E -1-1 
汪汪 2(e™) Se 
1 
1 (WF 巨 ， -202 -20- >2 
4 一 2 (e € | 
0 其 他 


图 2-20 例 2-9 图 解法 示意 图 
结果 与 例 2-8 相同 。 
2.3.5 常用 信号 的 卷 积 
表 2-1 列 出 了 常用 信号 的 卷 积 公式 。 
表 2-1 常用 信号 的 卷 积 公式 


序号 万 (1 万 (CD 万 (CDx 户 (D 
1 天 (常数 ) f0) K[f(7) 波 形 的 净 面积 值 ] 
2 f(2) CD) (GD 
3 CD) 6 (7) fF 
4 CD) E(t) "ey 
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续 表 
序号 fi fi f(D x f(t) 
5 el(1) E(t) te(1) 
6 el1) te(t) re) 
了 ECt) e “el(t) de )e ln) 
8 e “elt) e “el(t) te “e(t) 
9 eaeln) eere lt) 工 (er 一 erare(D ,wm 天 aa) 
Q2 al 
10 fo 61(D) 5 fa—mT) 


2.4 LTI 系统 的 响应 


系统 是 由 若干 相互 作用 和 相互 依赖 的 事物 组 合 而 成 的 具有 特 。 
定 功能 的 整体 。 系 统一 般 可 用 如 图 2-21 所 示 的 框图 来 表示 。 

图 中 TL ] 表 示 将 输入 信号 转变 为 输出 信号 的 运算 关系 ,可 表 图 2-21 系统 框图 表示 
示 为 


7 PE 


yG) = TLAF(O] (2-21) 

如 果 系 统 运算 关系 T[ ] 既 满足 线性 性 又 满足 时 不 变性 , 则 该 系统 称 为 线性 时 不 变 系 

统 ,简写 为 LTICLinear Time-Invariant) 系 统 。 分 析 LTI 系统 具有 重要 意义 ,因为 LTI 系统 

在 实际 应 用 中 相当 普遍 ,或 在 一 定 条 件 范围 内 一 些 非 LTI 系统 可 近似 为 LTI 系统, 特别 是 

LTI 系 统 的 分 析 方法 已 经 形成 了 完整 .严密 的 理论 体系 。 而 非 线性 系统 分 析 , 迄 今 没有 统 

一 \ 通 用 的 分 析 方法 ,只 能 视 具 体 问 题 进行 具 体 的 讨论 。 此 后 不 特别 说 明 , 本 书 涉及 的 均 是 
LTI 系 统 。 


2.4.1 LTI 系 统 的 数学 模型 与 传输 算 子 


1. LTI 系 统 数 学 模型 的 建立 

有 两 类 建立 系统 模型 的 方法 : 一 是 输入 输出 描述 法 ; 二 是 状态 变量 描述 法 。 本 章 只 讨 
论 输 入 输出 描述 法 。 用 这 种 描述 法 ,连续 时 间 LTI 系统 的 数学 模型 是 常 系数 线性 微分 方 
程 ,离散 时 间 LTI 系统 的 数学 模型 是 常 系数 线性 差分 方程 。 


由 具体 电路 模型 可 以 讨论 如 何 建立 系统 的 数学 站 0 
模型 。 ~ 
【 例 2-10】 如 图 2-22 所 示 的 RLC 串联 电路 ,其 ”41 i 小 
ee Sn BN co 人) i0) i 
中 e(z) 为 激励 信号 ,响应 为 i(7) , 试 写 出 其 微分 方程 。 = 
解 : 这 是 有 两 个 独立 动态 元 件 的 二 阶 系统 ,利用 


KVL 定理 列 出 回路 方程 ,可 得 2-22 ”RLC 串联 电路 


全 | 全 5 站。 基于 MATLAB 的 方法 


Ri(D)+L 


-一 十 二 | zeodr = 
上 式 是 一 个 微 、 积 分 方程 ,对 方程 两 边 求 导 , 并 代入 系数 ,整理 得 
电 si) di de(O) 
dt 


十 5 十 6i(1) 


这 是 一 个 二 阶 线性 微分 方程 ， he ge 系统 。 

一 般 有 个 独立 动态 元 件 组 成 的 系统 是 n 阶 系统 ,可 以 由 阶 微分 方程 来 描述 。 还 可 
以 从 另 一 个 角度 来 判断 一 般 电路 系统 的 阶 数 : 系统 的 阶 数 等 于 独立 的 电容 电压 ve (1) 与 独 
立 的 电感 电流 立 (2) 的 个 数 之 和 。 其 中 独立 vec(2) 是 不 能 用 其 他 vc (1) (可 含 电源 ) 表 示 的 ; 
独立 立 (0) 是 不 能 用 其 他 立 (:) (可 含 电源 ) 表 示 的 。 

【 例 2-11】 对 于 如 图 2-23 所 示 电 路 ,判断 其 系统 阶 数 。 


RI CO 


图 2-23 例 2-11 电 路 


解 : (1) 列 出 如 图 2-23(a) 所 示 电 路 的 KVL 方程 
Riii(t) 十 vc (0 十 vc (1) = “| 


vc, (1) 一 ve, (1) 
电路 有 两 个 独立 的 ve(4) ,所 以 该 系统 是 二 阶 系统 。 
(2) 列 出 如 图 2-23(b) 所 示 电 路 的 KVL 方程 
vc (2) = vc, (2) 十 zc (1) 

vc (0 是 通过 其 他 的 vc(2) 来 表示 的 ,因此 是 非 独 立 的 ; 但 vc (0) 和 天 vc (0) ,因此 电路 有 
两 个 独立 的 vc(2) ,所 以 该 系统 也 是 二 阶 系统 。 

2. 用 算 子 符号 表示 微分 方程 

n 阶 LTI 系统 的 数学 模型 是 阶 线性 常 系数 微分 方程 ,一 般 可 表示 为 


dy(CO) dd" y(t) dy(1) 
二 
d"f (D) m1 f 4) d 6 ) 人 
bn ED tb St th +h) 


式 (2-22) 的 一 般 形式 -es 本 可 以 将 微 、 积 分 方程 中 
的 微 、 积 分 运算 用 算 子 符号 2 与 1/p 表示 ,由 此 得 到 的 方程 称 为 算 子 方程 。 


记 微 分 算 子 为 
= 一 dz 
p= 一 加 一 出 (2-23) 
5 sc 本 
p = >Pp"xr = dr (2-24) 


记 积 分 算 子 为 
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1 
一 [= Be = | za (2-25) 
这 样 , 例 2-10 电路 的 微分 方程 可 以 表示 为 
pri(t) + 5pi(t) t+6i(t) = pelt) 
式 (2-22) 的 n 阶 线性 微分 方程 可 以 用 算 子 表示 为 
(pr+ap™ 十 … 十 os-I 力 十 oo)y() = (bp +hp™ t+o piobn) fl) (2-26) 


令 
A(p) = "+ap™ + 二 aip 二 a, 
B(p) = bop" thip™ + 二 bmp tb 
称 A(p)、B(p) 分 别 为 分 母 ,分 子 算 子 多 项 式 , 则 式 (2-26) 可 进一步 简化 为 
A(Cp)y( = B(p) SO) (2-27) 
式 (2-27) 还 可 以 进一步 改写 为 
dye /00 (2-28) 


式 中 分 母 多 项 式 A(p) 表 示 对 输出 y(4) 的 运算 关系 ,分 子 多 项 式 B(p) 表 示 对 输入 /(1) 的 运 
算 关系 ,而 不 是 两 个 多 项 式 相 除 的 简单 代数 关系 。 
算 子 表示 的 是 微 、 积 分 运算 ,与 一 般 的 代数 运算 规则 不 同 ,下 面具 体 讨论 算 子 的 运算 


规则 。 
(1) 算 子 的 运算 可 进行 类 似 于 代数 运算 的 因 式 分 解 或 因 式 展开 , 即 
(p+a (p+)zr= [p+ (a+ pt+ablr (2-298 
证 明 : 
pia p+ (EH 1 oj] 人 (全 | 小 (入 +e]( 至 + 各] 
于 华 dz 
_ dzr dz dz 
= toeyte te 


= [p+(a+o)p+ablr 
这 样 例 2-10 的 算 子 方程 还 可 以 表示 为 (p 十 2)(p 十 3)i(1) 二 pe(1)。 
(2) 算 子 方程 左右 两 端的 算 子 符号 p 不 能 随便 消去 。 
由 至 一 理解 出 xy 十 C 而 不 是 zx 二 y, 两 者 相差 一 个 任意 常数 C, 所 以 不 能 由 pz 一 py 
得 到 z=y, 即 pz 二 py; 但 x 了 关 y。 这 一 结论 可 推广 到 一 般 的 算 子 方程 , 即 
A(p)zx= 二 A(p)y， 但 zx 关 y 
(3) p、1/p 的 位 置 不 能 交换 。 


六 三 各 


因为 p ee = 4| zWar= zt) 


p 
所 以 
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p- 7 = (2-30) 
而 i T djlae = 20) = = Sy 
p | | 
因此 
PE pz 天 工 《2-317 


式 (2-30), 式 (2-31) 分 别 说 明 , 形 式 上 先 “ 除 ”后 “ 乘 ”"( 即 先 积分 后 微分 ) 的 运算 次 序 , 算 
子 可 消去 ; 形式 上 先 “ 乘 ”后 “ 除 ”( 即 先 微分 后 积分 ) 的 运算 次 序 , 算 子 不 可 消去 。 

3. 利用 算 子 电路 建立 系统 数学 模型 

利用 算 子 电路 建立 系统 数学 模型 比较 方便 ,这 种 方法 简称 算 子 法 。 它 是 先 将 电路 中 所 
有 动态 元 件 用 算 子 符号 表示 ,得 到 系统 的 算 子 电路 ; 再 利用 广义 的 电路 定律 ,建立 系统 的 算 
子 方程 ; 最 后 将 算 子 方程 转换 为 微分 方程 。 

电感 的 算 子 表示 可 由 其 电压 电流 关系 得 到 ,因为 


PW 和 三 时 记 >(0 (2-32) 
式 中 , Lp 是 电感 算 子 符号 ,可 以 理解 为 广义 的 电感 感 抗 值 , 式 (2-32) 可 以 理解 为 广义 欧姆 
定律 。 
同 理 , 由 电容 上 的 电压 电流 关系 得 到 
ve) = E| Licar thie (2-33) 
式 中 ， 忆 ; 是 电容 算 子 符号 ,可 以 理解 为 广义 的 电容 容 抗 值 , 式 (2-33) 也 可 以 理解 为 广义 欧 
将 动态 元 件 用 算 子 符号 表示 ,可 以 得 到 算 子 电路 。 下 面 举例 说 明 由 算 子 电 路 列 出 系统 
的 微分 方程 的 方法 。 


【 例 2-12】 如 图 2-22 所 示 RLC 串联 电路 ,输入 为 e(2) ,输出 为 电流 i(1) ,用 算 子 法 列 
出 算 子 方程 与 微分 方程 。 
解 : 将 图 2-22 中 的 电感 .电容 用 算 子 符号 表示 ,得 R Lp=p 
到 算 子 电 路 如 图 2-24 所 示 。 
利用 广义 的 KVL, 列 出 算 子 方程 式 为 
(stotE]j = 
两 边 同时 作 微分 运算 (前 乘 "p) ,得 算 子 方程 为 曾 22 和 2 而 人 地 闻 攻 
(PpP’ 十 5p 二 6)i(t) = pe(t) 
由 上 面 的 算 子 方程 写 出 微分 方程 为 


d*i(t) di(2) :01) = de(t) 
dr 十 5 十 6i(1) 于 


结果 与 例 2-10 相同 。 
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【 例 2-13】 如 图 2-25(a) 所 示 的 电路 , F(z) 为 激励 信号 ,响应 为 i, (7) ,试用 算 子 法 求 其 
算 子 方程 与 微分 方程 。 


4 
全 1 v0 | 29 于 ， 
1/100) (nD) iD mo n(n) iD) 


(a) (b) 
图 2-25 例 2-13 电路 与 对 应 的 算 子 电路 


解 : 将 图 2-25(a) 中 的 电感 用 算 子 符号 表示 ,如 图 2-25(b) 所 示 , 利 用 广义 网 孔 法 列 出 
两 个 算 子 方程 
(3P+ Dat) — pislt) 一 CD) 
下 一 0 


利用 克 莱 姆 法 则 , 解 得 
3p+1 CO) 
Pp es pf (D) 1 pf (0) 
3p+1 —p 2p +10p+3) 2 p+5p+3/2 
| —p 二 


由 式 (2-26) 与 式 (2-27) ,可 写成 
(Pp? 十 5p 十 1.5)is(0) = 0.5pf (2) 


办 
即 微分 方程 为 TED 5 +1 Saad) =0. 5 MO 
也 可 以 写成 (0D) +H)+1. 5iz (0 一 0.5 广 (2) 


【 例 2-14】 如 图 2-26(a) 所 示 电 路 输入 为 e(1) ,输出 为 二 (0 ,is (1) ,用 算 子 法 求 其 算 子 
方程 与 微分 方程 。 已 知 L=1H,L;=2H,Ri=20,R,=10Q,C=1F。 


RI 六 Re 29 p 19 


rr 


十 十 
<o 人 |) n0 IC aa0) i co 人 |) nD lA pn 3 


(a) (b) 
图 2-26 例 2-14 电路 与 对 应 的 算 子 电路 


解 : 将 图 2-26(a) 中 的 电感 ,电容 分 别 用 算 子 符号 表示 ,如 图 2-26(b) 所 示 , 利 用 广义 网 
孔 法 , 列 出 算 子 方程 组 为 


56 大 | 信号 与 系统 MATLAB 的 方法 


(e+ 去 十 ?ja iD = e(1) 
和 1 » a 
一 有 CO 十 (22+ 二 二 ja Ei 
为 避免 在 运算 过 程 中 出 现 p/p 因子 ,可 先 在 上 面 的 方程 组 两 边 同 时 作 微 分 运算 , 即 “前 
乘 ”p( 当 分 子 分 母 同时 出 现 p 时 可 约 ) ,得 


(pp: +2p+1)i() —i(t) = pelt) 
ee gp Ey 过 尊 


利用 克 莱 姆 法 则 , 解 得 
pe lt) 二 年 
Ey | 0 | pl2p’+p+lDel) 2 二 1 a 
办 于 办 寺 于 = p(2P 十 5p? 十 5p 十 3) ”2 十 5p? 十 5p 十 3 
一 1 2p? ed 
由 式 (2-26) 与 式 (2-27) ,可 得 
(2 十 5p? 十 5p 十 3)ii(2) = (2p? 十 p 十 1)e(t) 
对 应 的 微分 方程 为 
2 Bit) 5 Bi) 5 iC) F302) 2 He) 1 elD ted) 
同样 ,可 以 得 到 
P+2p+1 peli) 
ey | =1 0 pe (1) 
术士 2 十 1 一 全 (2p: 二 5P’ 二 5p: 十 3p 十 1) 一 1 
一 1 22 | 
pe(n) el(1) 
pCQP T5545p 二 3) 28 十 5p* 十 5 十 3 
即 (2p’+5p? 二 5p 二 3)is(1)=e() 
微分 方程 为 2 LD D+s ED +3i() =el) 
4. 系统 的 传输 (转移 ) 算 子 H(p) 
由 式 (2-28) 得 
y(D) = pve, 
定义 系统 的 传输 (转移 ) 算 子 了 H(p) 为 
H(p) = Ke (2-34) 
这 样 , 系 统 的 输出 可 以 表示 为 
yD) = H(p)fO) (2-35) 


【 例 2-15】 求 例 2-10 中 电路 , 即 激励 为 e(2) ,响应 为 i(7) 的 系统 的 传输 算 子 H(p)。 
解 : 例 2-10 电路 的 算 子 方程 为 
(p+2) (p+ 3)il) = pe(CO) 
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PO 
则 = 
得 到 系统 传输 算 子 HD oT pT 


【 例 2-16】 求 例 2-14 电路 , 即 激励 为 e(z) ,响应 为 羡 (2) 时 的 系统 的 传输 算 子 Hi(p)， 
以 及 激励 为 e(7) ,响应 为 i,(1) 时 的 系统 传输 算 子 H,(p)。 


解 : 由 
i = = 2p: 力主 1 
i(t) = 35 十 Bp top 
5 1 
(0) = 3 Bp Fop ed) 

2p*+ p++1 

HP) 有 二 

和 1 2p’ 十 5p* 十 5p 十 3 

可 和 f 

的 五 ,( I 
i A 


我 们 看 到 本 例 Hi1(p) 与 H;(p) 的 分 母 多 项 式 相同 。 由 于 HH(p) 代 表 了 系统 传输 的 性 
能 ,因而 称 有 (pp) 的 分 母 多 项 式 为 系统 的 特征 多 项 式 , 它 仅 与 系统 的 结构 参数 有 关 , 与 激励 
以 及 激励 加 入 的 端口 无 关 。 所 以 同一 系统 , 若 系统 的 结构 .参数 一 定 , 则 无 论 激励 以 及 激励 
加 入 的 端口 如 何 改变 ,其 传输 算 子 的 分 母 多 项 式 都 不 会 改变 。 


2.4.2 LTI 系统 的 零 输入 响应 


对 于 LTI 系统 来 说 ,其 响应 可 分 为 零 输入 响应 和 和 零 状态 响应 两 个 部 分 ,本 节 先 讨论 零 
输入 响应 。 

1. 零 输 入 响应 

系统 的 零 输 入 响应 与 激励 无 关 , 其 数学 模型 是 一 个 齐 次 微分 方程 。 将 /CO) =0 代入 
式 (2-27) 的 算 子 方程 ,得 

A(p)y(O) =0 (2-36) 

式 (2-36) 中 A(p) 是 系统 的 特征 多 项 式 ,A(p) 二 0 是 系统 的 特征 方程 ,使 A(p) 二 0 的 值 
是 特征 方程 的 根 , 称 为 系统 的 特征 根 。 

由 于 系统 的 特征 根 决定 了 零 输 入 响应 的 形式 ,因此 特征 根 也 称 为 系统 的 自然 频率 。 

一 般 n 阶 齐 次 微分 方程 所 给 的 初始 条 件 是 零 输入 响应 的 标准 初始 条 件 >-:(0) ,y- (0)， 
…， ys”?(0)。 该 标准 初始 条 件 可 简 记 为 ys (0) (k= 二 0,1,2,…,n 一 1]) 或 {ys 中 (0)})。 
为 强调 零 输 入 响应 是 由 系统 换 路 前 的 储 能 引起 的 系统 响应 ,初始 条 件 中 的 0 也 可 加 下 标 用 
0_ 表 示 为 ys (0_-) ,ys (0_) ys” 了 (0-) 或 {ys (0-)}。 

下 面 , 先 讨论 一 阶 系统 零 输 入 响应 求解 的 方法 ,在 此 基础 上 再 讨论 二 阶 系统 零 输 入 响应 
求解 的 方法 ,最 后 讨论 阶 系 统 零 输入 响应 求解 的 一 般 方法 。 

一 阶 齐 次 微分 方程 为 
a (2-37) 
由 系统 的 特征 方程 p 一 * 一 0, 得 特征 根 p 二 4, 其 解 的 一 般 形式 为 


下 


yD) = ya) (> 0) (2-38) 
由 式 (2-38) 可 知 ,此 时 解 的 形式 取决 于 特征 根 4, 而 解 的 系数 由 初始 条 件 确定 。 
二 阶 齐 次 微分 方程 的 一 般 算 子 形式 为 
(zz 十 ai 加 十 ao)y(C) 一 0 
| in 
由 (十 a1p 十 ao) 二 (jp 一 1)(p 一 %s) 二 0, 得 到 二 阶 系统 的 两 个 特征 根 hi; ,Ms 。 与 一 阶 齐 次 微 
分 方程 相同 ,二 阶 齐 次 微分 方程 解 的 模式 取决 于 两 个 特征 根 A ,2, ,其 表达 式 为 
y(1) = CEC 1>0 (2-40) 
系数 C1 、C; 由 两 个 初始 条 件 vs: (0) ,y; (0) 确 定 : 
yai(0) = C+Cs 
pe = ACi+AsCs 
求 出 Ci、C; ,从 而 确定 二 阶 系统 的 零 输 入 响应 。 
如 果 ( 庆 十 ap 十 oo) 一 (一 人 ) 一 0, 即 特征 根 相同 ,为 二 阶 重 根 , 此 时 二 阶 齐 次 微分 方程 
解 的 形式 为 


(2-39) 


(2-41) 


y(t) =Ce t+Cte 1>0 (2-42) 
系数 Ci、Cs 仍 由 两 个 初始 条 件 y.; (0) ,y4 (0) 确 定 , 即 
yai(0) 一 Ci， yi(0) =2ACi++Cs 
nn 阶 齐 次 微分 方程 的 算 子 形式 为 
(加 十 ap 十 … 十 ap 十 ao)y(C) =0 
{ys (0)} 


(2-43) 


由 特征 方程 
A(p) = (ptarip™ + 二 apta) = (pA)(p—1)=0 
得 到 个 特征 根 和 ,X42，,… ,Xn 阶 齐 次 微分 方程 的 解 取决 于 这 个 特征 根 ,表达 式 为 


y(1) = Ce 十 Ce 十 … 十 Ce = DCew 1>0 (2-44) 
i=l 


n 个 系数 Ci ,Co，…,C, 由 个 初始 条 件 {ys(0)} 确 定 。 
yai(0) 一 Ci 十 Cs 十 … 十 C。 
人 (0) 一 1C 十 12C: 十 … 十 1.C， 


(2-45) 
33 (0) = XC + Ce 十 …… 十 Mn C， 
式 (2-45) 可 用 和 矩阵 形式 表示 为 
yu (0) 1 1 … 11Tc 
ys(0) A a 2 | C: 
€ =| ; 2 (2-46) 
yer (0) A A oe A Lc, 
常数 Ci,C: ,…:,C* 可 用 克 莱 姆 法 则 解 得 ,或 用 逆 矩 阵 表示 为 
已 1 1 … 1 TT y:(C0) 
人 | pO 0) 
| 二 | (2-47) 


Cn A A A yr (0) 
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车 n 阶 系统 的 特征 方程 为 
A(p) = (p—A)(p—Ah)=0 
此 时 为 & 重 根 , 其 余 均 为 单 根 。 重 根 ai; 对 应 解 的 一 般 形式 为 
(Ci 十 Co 十 … 十 Cu)ex 


(2-48) 


(2-49) 


当 只 有 一 个 特征 根 为 k 重 根 , 余 均 为 单 根 时 ,系统 的 零 输 入 响应 y; (7) 的 一 般 形式 为 


yault) = (C 十 Cot 十 …… 十 Ce 和 De 十 2) Ce 


(2-50) 


车 还 有 其 他 特征 根 是 重 根 的 ,处 理 方法 与 A 为 重 根 时 相同 。 有 重 根 时 求解 个 系数 无 


法 用 矩阵 表示 ,但 仍 可 据 此 方法 得 到 零 输入 响应 的 个 系数 。 
表 2-2 列 出 了 零 输 入 响应 y (0) 与 A(p) 的 对 应 关系 。 


表 2-2 零 输入 响应 y (1) 与 A(p) 的 对 应 关系 


序号 特征 根 的 类 型 特征 多 项 式 A(p) 零 输 入 响应 ys (7) 
1 相 异 单 根 Ww Scer 
a " 阶 重 根 (2 一) (Ci 十 Cat 十 …… 十 CDe 
3 共 固 复 根 (p— (otjo)) (p— (oa—jw)) (Ci coswt + Csinwt )e” 
4 一 般 形 式 I Co 一 0 DP Ca + Catt tt Ct 
E : 二 Ey 涛 
【 例 2-17】 已 知 系统 的 传输 算 子 H(p) 0 十 3)(B 二 4)* 初始 条 件 ya (0)=1,y%(0) 
二 2, 试 求 系统 的 零 输入 响应 。 
= 下 三 = 
解 : HC(p) CC 二 1 其 特征 根 和 35N 4。 


由 式 (2-40) , 零 输入 响应 形式 为 
y(1) = Cie™*+Ce (> 0) 
将 特征 根 及 初始 条 件 y:; (0) = 二 1,ys(0) 二 2 代入 式 (2-41) ,可 得 
1 一 Ci 十 C。 
2 = 一 3C, 一 4C。 
解 出 Ci=6; 人 三 一 5 
代入 零 输 入 响应 表达 式 ,最 后 求 得 系统 的 零 输入 响应 为 
y(1) = 6 *—5e (> 0) 
【 例 2-18】 已 知 电 路 如 图 2-27 所 示 , 开 关 开 UL 


在 :一 0 时 间 合 ,初始 条 件 i (0- )==0, i2 (0- ) 王 


一 1A/s。 求 零 输入 响应 i (1)。 mk | oN 
解 : 先 求 输入 e(0O、 输 出 i (4) 时 的 传输 算 子 “Oo 人 (| ) “9 2 


H(p) ,开关 开 在 :一 0 时 闭合 . 列 出 回路 电流 方程 


IF 


2-27 例 2-18 电 路 
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PHDADTiaD TD p+DaD i =e 


| aa 十 (二 二 Ia 0 | pi 十 (LI 十 pi) 一 0 


A el1) 
—p 0 pe (1) 
02) EE 三 莉 大 十 加 十 1 
i | 
Pm p 
H( 一 一 一 一 一 一 
PT pFpTi 


| 2 1 a3 We 
D(p)= p+p+l1 六 二 ij 私 ]( + 二 +i 榴 ) 


iza (1) 一 Cle(- 守 笨 ): 十 Coer ( 计 得 


ia(0-)=C+C=0 
代入 初始 条 件 ,可 得 4o)= 人 1 ni] ni] 二 二 


12 2 1 2 2 | 2 
1 
Ci = 一 一 - 
jV3 
解 得 2 
区 三 
jvV3 
RA 由 
所 以 iu (划一 一 一 一 e( 开交) 十 一 一 e (HH ) 
jv3 jv3 
ey A 
2 1 eit:— ei 和 (各 
全 到 eT™sin 1 le (1) 
V3 j2 V3 2 


【 例 2-19】 已 知 系统 为 

YDS5y +6y0) = CD),y(O_) 一 1.y(0_) = 一 1 

YD +0) = f0),y(0-) 一 2,y(0_) 一 一 2 
YODAYOD 十 5y (CD) 十 2y() = GD),y(O_) 一 0,y(CO_) 1,Y(CO_) 
求 系统 的 零 输 入 响应 。 

解 : 求 系统 零 输 入 响应 的 MATLAB 程序 如 下 : 


clear all; 

subplot(311); 

ezplot(dsolve( 'D2y+ 5xDy+6xy=0','y(0)=1,Dy(0) = —1°'),[0 8]) 
axis auto 

clear all; 

subplot(312); 

ezplot(dsolve( 'D2y+ 2*Dy+5*y=0','y(0) =2,Dy(0) = -2°'),[0 8]) 
axis auto 

clear all; 

subplot(313); 

ezplot(dsolve('D3y+ 4*D2y+5x*xDy+2x*y=0','y(0) =0,Dy(0) = —1,D2y(0) = -1'),[0 8]) 
axis auto 
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运行 结果 如 图 2-28 所 示 。 


2/exp(2)—1/exp(37) 


(2cos(20))/exp(D) 


0 3/exp(()-3/exp(20)-(41)/exp(D) 


图 2-28 例 2-19 系统 零 输 入 响应 的 波形 


2. 0- 和 0+ 初始 条 件 
根据 线性 系统 的 可 分 解 性 ,LTI 系统 的 完全 响应 y(1) 可 分 解 为 零 输入 响应 y:; (2) 和 零 
状态 响应 ye (1) 之 和 , 即 
y(t) = ya (2) yes (1) 
分 别 令 1==0- 和 z=0+ ,得 
y(0_) 一 ya(0_) 十 ys(0_) 
[ns = ys (0+) 二 ys (0+) 
对 于 因果 系统 ,由 于 激励 在 1 二 0 时 接 入 , 故 有 y.,; (0- ) 二 0; 对 于 时 不 变 系统 , 内 部 参数 
不 随时 间 变 化 , 故 有 y:; (0+ ) 二 y:;(0- )。 因 此 有 
y(0-) = ys(0-) = ya (04) 
Nos = ys (04) 二 yes (04) = y(0_) + ys (0+) 
同样 ,y(2) 的 各 阶 导数 也 满足 
bo = 9(0)= yP(04) 


OD OD OD (2-51) 
yD 07) = yD 0) + yD 04) 
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称 式 (2-51) 为 n 阶 系统 的 0- 和 0 初始 条 件 。 

系统 在 任 一 时 刻 的 响应 都 由 这 一 时 刻 的 状态 和 激励 共同 决定 ,在 :一 0- 时 刻 ,系统 没有 
输入 , 故 0- 初 始 条 件 是 完全 由 系统 在 0- 时 刻 的 状态 所 决定 的 , 即 0- 初始 条 件 反映 了 系统 
初始 状态 的 作用 效果 。 在 以 “状态 ”概念 为 基础 的 现代 系统 理论 中 ,一 般 采 用 0- 初始 条 件 ， 
因为 它 直接 体现 了 历史 输入 信号 的 作用 ,同时 ,对 实际 的 系统 来 说 ,其 0_ 初始 条 件 也 比较 容 
易 求 得 。 系 统 的 0+ 初始 条 件 和 0- 初始 条 件 可 通过 式 (2-51) 互 相 转换 。 

【 例 2-20】 某 连 续 系统 的 输入 输出 方程 为 Y(z) 十 5y (oO 十 6y(O 一 大 (0 一 27(00) ,已 知 
FOOD 一 s(CO,y(0-) 王 1,， y (0- )==2, 试 计算 >(0+) 和 >y (Co+ ) 值 。 

解 : 输入 /CD) 一 s(C0) 时 ,微分 方程 右 端 含有 9(z) 项 , 故 方程 左 端 多 (z) 项 也 应 含有 
6() 项 。 

X (CO = ad() + be lt) 
这 样 y (1) 应 含有 e() 项 ( 即 (CO 在 :一 0 处 应 具有 幅度 为 *1” 的 跃 变 ) 。 
y (1) = ae lt) 


而 y(0) 在 :一 0 处 连续 。 


代入 微分 方程 ,所 以 有 
[a6(2) + be lt) + 5 [ae dl)]= 600) — 2e() 
等 式 两 边 系数 平衡 , 则 有 
a=1, b+5a=—2 
即 y(t) = elt) 


y(01)—y(0-)=1 
oo 一 0 
将 >(0-) 和 (0- ) 值 代入 ,得 
y(01) 一 1 十 (0_) 一 1 十 2 一 3 
全 = y(0-)=1 


2.4.3 LTI 系统 的 零 状态 响应 


在 时 域 中 求 系统 的 零 状 态 响 应 ,首先 要 知道 系统 的 单位 冲 激 响 应 ,因此 先 讨 论 系 统 单 位 
冲 激 响 应 的 求解 。 

1. 单位 冲 激 响应 h(7) 

定义 : 输入 为 单位 冲 激 信号 8Cz) 时 ,系统 在 零 状态 时 的 响应 为 


6(7) HD) MD 


单位 冲 激 响应 ,简称 冲 激 响应 , 记 为 (7) ,如 图 2-29 所 示 。 图 2-29 单位 冲 激 响应 
由 定义 知 系统 的 冲 激 响 应 (7) 为 
h(t) = H(p)60) (2-52) 
或 记 为 6(1) 一 AD) 
nn 阶 线性 系统 的 传输 算 子 为 
HOp) = bb" + onip" tt hptb _ BOp) ey 


P" 二 anip™ 二 … 十 qrp 十 ao A(p) 
为 便于 分 析 ,突出 求解 单位 冲 激 响应 的 基本 方法 ,假设 了 H(p) 的 分 母 多 项 式 A(p) 均 为 
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单 根 ,将 分 母 多 项 式 A(p) 分 解 ,并 代入 式 (2-52) ,得 
B(p) 


Wy WT We 
将 其 展开 为 部 分 分 式 之 和 
D; D; se0 D, 
人 十 7 元; 
D, D; ey. 也， 
= 十 p= 后 十 a 
= OY De Hy= Yd 
pA i=1 
式 中 
D; 
h;(t) 一 一 一 (CD) (2-54) 
PpP—Ai 


式 (2-54) 中 的 系数 Di 一 D, 由 待定 系数 法 确定 , 式 (2-54) 表 明 一 个 妈 阶 系统 可 以 分 解 为 
7 个 一 阶 子 系统 之 和 。 我 们 首先 讨论 一 阶 系统 的 单位 冲 激 响 应 的 一 般 表 示 , 再 将 结果 推广 
至 高 阶 系统 。 
式 (2-54) 是 一 阶 子 系统 的 单位 冲 激 响应 的 算 子 表示 。 由 该 式 可 得 到 一 阶 系统 的 算 子 
方程 及 微分 方程 为 
(p—ADhi() = De) 


即 
—Ahi(t) = DCD) (2-55) 
对 式 (2-55) 求 解 , 先 在 等 式 两 边 同时 乘 以 e*, 则 有 
e 时 —Aihi(t)e™w = Dd (te 


可 得 到 h(i)e 的 全 微分 , 即 
[ewhi(0)] = [eth] = DB) 
对 上 式 两 边 同时 积分 , 则 有 
| [ep dr = pl (Ddr 


epi(t) | = Die lt) 
Epi(t) —hi(0_) = Die (1) 
对 于 因果 系统 ,h;(0- ) 二 0, 因 此 一 阶 子 系统 冲 激 响 应 的 一 般 形式 为 


Hi(p) = — LD ht) = Dievels) (2-56) 
pO—a 
同 理 可 求 得 其 他 子 系统 的 冲 激 响应 ,从 而 得 到 阶 系统 的 单位 冲 激 响应 为 


h(t)= Dn) = [Die™’ 二 Dzer' 二 ++ De Je(t) 
i=1 


= >)Dieve(D) (2-57) 
d==l 
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【 例 2-21】 求 例 2-15 系统 的 单位 冲 激 响应 h(7) 。 


解 : 例 2-15 系统 的 传输 算 子 为 H(p) 一 ;由 部 分 分 式 展开 法 得 


p 
(pi+2) (pi+3) 


p be 号 
Me GT Ft 


利用 式 (2-57) ,可 得 
(1) 一 Sh = (3€*— 2€*)e(t) 
【 例 2-22】 如 图 2-30 所 示 电 路 ,输入 为 电流 源 i(1) ,输出 为 电容 电压 vc (7) , 试 求 系统 


的 冲 激 响应 (7) 。 
. 
79| IR 
ml iD) C=0.IF- zc(D) 
Z=1H idDTY 


图 2-30 例 2-22 电 路 
解 : 由 广义 KCL 列 出 算 子 节点 方程 为 


L(t) +ic(t) = ilt) 四 二 0. 1poc(t) = ioOmve(O[7H7 二 0.10]= i(1) 
_ _10(p+7) ， 
vc(t) +7p+10' 
Hp) 10(p+7) 10(p+7) kl | ks 50/3 _ 20/3 
Pr 二 7p+10 (p+2)(p+5) p+2 p+5 p+2 p+5 
从 而 可 得 


Es 50 一 2 _20 —5¢ 
hcD = (Pe 3e Fo 
表 2-3 列 出 了 部 分 态 (p) 的 形式 与 其 对 应 的 冲 激 响 应 h() 表 达 式 。 
表 2-3 H(p) 所 对 应 的 冲 激 响 应 h(t) 表 达 式 


D n = 
传输 算 子 Hi;(p) 为 二 天 Dp D 人 二 


冲 激 响 应 hi (1) Dexe(D) D8™ (1) Dez) tiexe(t) 


EE 
Gr—D! 


2. 系统 的 零 状 态 响应 y., (1) 

当 系 统 的 初始 状态 ( 储 能 ) 为 零 时 ,其 响应 是 零 状 态 响 应 y:, (1)。 利 用 系统 的 单位 冲 激 
响应 以 及 LTI 系 统 的 线性 性 和 时 不 变性 ,我们 可 以 得 到 因果 系统 的 零 状 态 响 应 y:, (1) 。 

根据 LTI 系统 的 时 不 变性 , 当 输 入 移 位 + 时 ,输出 也 移 位 +, 可 以 得 到 

= (2-58) 

根据 LTI 系统 的 线性 性 , 当 输 入 乘 以 强度 因子 f(z) 时 ,输出 也 乘 以 强度 因子 f(7) ,又 

得 到 
F=f h(t 
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最 后 利用 LTI 系统 的 肥 加 性 ,车 输入 信号 是 原 信和 号 的 积分 ,输出 信号 亦 是 原 信号 的 积分 ,可 
以 得 到 
| roac = rene — Ddr=>f() > yl) 
即 输入 /(1) 时 对 应 的 零 状 态 响应 y., (2 为 
ye CD) =| /Oh Dde = /0 # nD) (2-59) 


式 (2-59) 得 到 的 正 是 因果 系统 的 零 状 态 响应 y., (1)。 由 于 式 (2-59) 是 卷 积 运 算 , 因 此 也 称 
卷 积 法 。 当 已 知 f(1) .h(1) 时 ,系统 的 零 状 态 响 应 可 用 卷 积 进行 计算 。 
【 例 2-23】 如 图 2-31 所 示 电 路 ,已 知 激励 f(z) 一 s(C2) ,用 时 域 法 求 i(7)。 
解 : 根据 电路 列 出 方程 19 
( 思 十 Ri = f0) RR 
i() = mn) i) 1H3L 
_ 1 
H(p) = ii 


图 2-31 例 2-23 电路 
h(t) 一 ee(t) 


将 (iD)、A(GD) 代 入 式 (2-59) ,得 
i(t)= f(1) *h(t) 一 EC)xeeGCt) 
= (1—e')e() 

从 以 上 求解 过 程 ,可 以 看 到 时 域 法 是 利用 系统 的 冲 激 响应 ,借助 卷 积 积分 来 完成 系统 的 

定义 : 输入 为 单位 阶 跃 信号 e(1) 时 ,系统 在 零 状态 时 的 响应 为 单位 阶 跃 响应 ,简称 阶 路 
响应 , 记 为 g(1)。 

利用 卷 积 的 微 积分 性 质 ,可 由 F(z) 与 单位 冲 激 响 应 (7) 的 卷 积 公 式 , 推 出 广 (2) 与 阶 路 
响应 g(7) 的 卷 积 公式 , 即 


y(t) = f0) h(t) = Wa) *[ hdA 一 (COD) x g(t) (2-60) 
【 例 2-24】 已 知 系统 为 生 十 5 和 (人 2 十 6i() 二 时 全 ,利用 MATLAB 求 系统 的 冲 激 
响应 和 阶 跃 响应 。 


解 : 求 系统 零 状 态 响 应 的 MATLAB 程序 如 下 : 


clear all; 

b=[1 0];a=[156]; 

sys = tf(b,a); 

t=0:0.1:10; 

Y= impulse( sys, t); 

plot(t, y); 

xlabel( ' 时 间 (t) ') ;ylabel('y(t)');title( ' 单 位 冲 激 响应 '); 
figure; 

Y= step(sys, t); 

plot(t, y); 

xlabel( ' 时 间 (t) ') ;ylabel('y(t)');title( ' 单 位 阶 跃 响应 '); 


运行 结果 如 图 2-32 所 示 。 
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这 单位 冲 激 响应 单位 阶 跃 响应 
1 0.14 
08 0.12 
06 0.1 
三 a SS 0.08 
0.06 
0 0.04 1 
0 0.02 
-0.2 0 
0 1 2 3 4 56 7 8 9 10 0 1 2 3 4 56 7 8 9 10 
时 间 (0) 时 间 (D) 


图 2-32 例 2-24 的 冲 激 响应 和 阶 路 响应 波形 


【 例 2-25〗 利用 MATLAB 解 方程 (0) 十 4y () 十 3y(2) = 了 (0) 二 3f1(0),f(1)= 
e“'e (41) 的 零 状态 响应 。 
解 : 求 系统 零 状 态 响应 的 MATLAB 程序 为 : 


clear all; 

ts=0; te=10;dt=0.01; 

sys= tf([1 3],[1 4 3]); 

t=ts:dt:te; 

x= exp(— 1*t); 

Y = lsim(sys,x, t); #% 计算 零 状态 响应 
subplot(3,1,3);plot(t, y); 

xlabel( 't(sec)'); ylabel('y(t)'); 

axis([t(1) t(length(t)) —0.5 0.5]); 

grid on; 


运行 结果 如 图 2-33 所 示 。 


0.5 


0.4r 
03[-/- 
0.2 


0.1 


1D) 


ots 
ee 
ee 


i(sec) 


图 2-33 例 2-25 的 零 状 态 响应 波形 
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2.4.4 LTI 系统 的 完全 响应 及 其 分 解 


1. 系统 的 完全 响应 
由 前 面 的 分 析 可 知 , 用 系统 的 储 能 及 激励 可 分 别 求 出 系统 的 零 输 入 响应 和 零 状态 响应 ， 
LTI 系统 的 全 响应 y(b 为 两 者 之 和 , 即 
3y(Ct) = yo 2) ya (2) 
利用 线性 系统 的 可 分 解 性 ,可 以 将 系统 的 初始 条 件 {y% (0)} 分 解 为 零 状态 初始 条 件 和 
零 输入 初始 条 件 , 通 过 式 (2-51) 来 确定 系统 的 0- 和 Ne 


【 例 2-26】 已 知 某 线性 系统 的 传输 算 子 为 H(p) 


条 件 y; (0- )=1,y4(0- ) 二 2, 求 系统 的 完全 响应 y(Cz) 。 
解 : 已 知 


有 ,激励 1(1) 一 se(C0) ,初始 


六 二 了 | 
+2p+1  ( 户 十 1) 


由 特征 根 及 初始 条 件 y(0- )=1,y(0- )==2, 求 得 零 输 入 响应 为 
Yui(t) 一 (Co 十 Cit)ee(t) 


Wp 


y(0-)=CG =1 C=1 
7 -> 
y(0-)=—C+C=2 le 一 3 
即 yua(0 一 (1 十 30ere(O) 
由 传输 算 子 ,得 h(t1)=e '‘e(t) 


零 状态 响应 为 
yes (1)= ff) h(t) = el(t) ¥ ee(t) = (1—e)e(t) 
系统 的 完全 响应 为 y(1) = yx (1) 十 ys (1) 
一 (1 十 30)ere() 十 (1 一 er9e(D) 
一 (1 十 3te')e(0) 
2. 系统 完全 响应 的 分 解 
完全 响应 除了 可 分 解 为 零 输 入 响应 与 零 状态 响应 之 外 ,还 可 以 从 其 他 角度 进行 分 解 , 将 
系统 的 完全 响应 分 解 为 不 同 分 量 。 
从 响应 与 激励 的 关系 来 看 ,完全 响应 可 分 解 为 自然 (自由 ) 响 应 与 受 迫 (强迫 ) 响 应 。 其 
中 由 系统 特征 根 决定 的 响应 定义 为 自然 响应 ,与 激励 信和 号 形式 相同 的 响应 定义 为 受 迫 响应 。 
显然 , 零 输 入 响应 是 自然 响应 ,而 零 状 态 响 应 中 一 般 既 包含 有 受 迫 响应 ,也 包含 有 自然 响应 。 
从 响应 的 幅度 随时 间 1 增长 是 否 减 小 直至 消失 来 看 ,系统 的 完全 响应 还 可 分 为 瞬 态 响 
应 与 稳 态 响应 。 其 中 瞬 态 响应 是 响应 中 随 着 时 间 增 长 而 消失 的 部 分 , 稳 态 响应 是 响应 中 随 
时 间 增 长 不 会 消失 的 部 分 。 形 如 ee (7) 的 响应 是 瞬 态 响应 ,而 形 如 sinwt，e(7) el(4) 的 响 
应 都 是 稳 态 响 应 。 
【 例 2-27】 若 系 统 的 激励 为 F(z) 一 s(2) , 试 指出 y(1) 二 (1 一 e-')e(1) 中 的 各 响应 分 量 
解 : 


y(t) 一 (1 一 e )e(t) EC 一 ee(t) 
受 迫 稳 态 。 自然 钥 态 


即 响 应 中 的 ex‘e CW) 是 自然 (自由 ) 响 应 ,同时 也 是 瞬 态 响应 ; e() 是 受 迫 (强迫 ) 响 应 和 稳 态 响应 。 


ee 十 信号 5 统一 着 VATLAB 的 访 法 


【 例 2-28】 试 指出 例 2-26 中 各 响应 分 量 。 
解 : 例 2-26 中 系统 的 完全 响应 y(7) 为 
yi) = yu(t)ys 0 一 (1 十 3i)ee() 十 (1 一 e)e(G) 一 ( 1 + 3te )el1) 
零 输 和 响应 零 状态 响应 受 迫 稳 坊 。 自然 恬 态 
即 例 2-26 系统 完全 响应 中 的 零 输入 响应 为 
yai(t) = (1 31)e el(t) 


ya (tl) 一 (1 一 es(O) 
而 s(2) 是 受 迫 响应 (强迫 响应 ) 和 稳 态 响应 ; 3te-'e (4) 是 自然 响应 (自由 响应 ) 和 有 瞬 态 响应 。 
【 例 2-29】 已 知 系统 为 Y(OD) 十 y(CO) 一 CO ,初始 条 件 y(0) 王 一 1,y(0) 一 0, 激 励 /CD) 一 
cos2xt ,利用 MATLAB 求 系统 的 完全 响应 。 
解 : 求 系统 完全 响应 的 MATLAB 程序 如 下 。 


clear; 

b=[1];a= [101]; %b 是 分 子 的 系数 矩阵 ,a 是 分 母 的 系数 矩阵 
[ABCD]=tf2ss(b,a); 名 传 递 函 数 转换 到 状态 空间 表达 式 
sys= ss(A,B,C,D); 

t=0:0.1:30; 

f=cos(t); 

zi=[-10]; 

y= 1sim(sys, £,t, zi); 名 对 系统 输出 进行 仿真 

plot(t, y); 

xlabel( ' 时 间 (t)'); 

ylabel( 'y(t) '); 

title( ' 系 统 的 全 响应 '); 

line([0,30],[0,0]); 


运行 结果 如 图 2-34 所 示 。 


系统 的 全 响应 


15 30 35 30 
时 间 (D) 


| 
EE 


图 2-34 例 2-29 的 完全 响应 波形 
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习题 


2-1 设 系统 的 初始 状态 为 zx(0) ,输入 为 f(1) ,完全 响应 为 y(1), 试 判断 以 下 系统 是 否 
为 线性 系统 ,并 说 明理 由 。 


(1) y(1)=zx (1) » lgL fC00)]; (2) y(1)=7z(t0) + ff 2); 
Ca ye) = CE +| rdri (4) yD) = ex) tM + f(Ddr, 
[I 1 


2-2 设 系统 的 初始 状态 为 z1(0) 和 zs(0) ,输入 为 f(1) ,完全 响应 为 y(7) , 试 判断 下 列 
系统 的 性 质 ( 线 性 / 非 线 性 ,时 变 / 时 不 变 , 因 果 / 非 因果 )。 


(1) y(1)=zx1(0)+27x2(0)+3f(0); (2) y(i) 一 zi(0)zz(0) 十 | oar 
0 


(3) y(2) =z1(0)+sinL GD)] 十 FG 一 22;， (4) y(D) 一 zz(0) 十 F(20) 十 F(G 十 1)。 

2-3 判断 下 列 LTI 系统 是 否 为 因果 的 。 

(1) y(D)=z(00)+3f0); (2) h()=e sin(wot); 

(3) h(t)=e-"e(—1)。 

2-4 计算 下 式 卷 积 积分 f1(1) x f2(1)。 

(1) fi1()= f=e(t)s (2) fi1 (2)=e(2), fit)=e'e(t); 

(3) f1 (2)=e-*e(—1), f(t)=e Ye(tt3); (4) fi (1)=te(t), fa(t)=e(t)—e(t—2), 


运算 ( 相 乘 和 卷 积 ) ,构成 如 图 2-35(b) 和 (ce) 所 示 的 (4) 和 户 (D。 
0 


呈 


-27 -7 0 和 t 
(©) 


图 2-35 题 2-5 图 
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2-6 已 知 及 (WD 和 fi(1) 如 图 2-36 所 示 , 设 f(D) 二 有 i(2) x fz(1), 试 求 f( 一 1)、f(0) 和 


了/(1) 的 值 。 
0) 0) 
1 1 
2 ol Ma -10 到 
(a (b) 
图 2-36 题 2-6 图 
2-7 给 定 如 下 传输 算 子 互 ( 刀 ) , 试 写 出 它们 对 应 的 微分 方程 。 
-_b, 一 2 十 1 ， 
(全 大 的 = (2) 且 ( 六 一 4 
p+t1, pp+3) 
i i 


2-8 描述 LTI 连续 系统 的 微分 方程 如 下 : 
多 (十 4y D+Ay) = DFA yil04) =1, yi(01)=1 
试 求 系统 的 零 输 入 响应 ys (1)。 
2-9 已 知 连续 系统 的 输入 输出 算 子 方程 及 初始 条 件 如 下 : 
d= = Dy eat Or = 泡 国 》E6 


plp’ 十 4 十 8) 
试 求 系统 的 零 输入 响应 。 
2-10 已 知 连续 系统 的 传输 算 子 H(p) 为 : 
六 3 六 一 2 _ 3p’+10p+26 
(Dy Hp pe! C2) HOp) Tp (pr TapT13)° 


试 求 系统 的 单位 冲 激 响应 (7) 。 

2-11 已 知 系统 微分 方程 为 Y(C) 十 3y (41) 十 2y (2) 二 (4) 十 3f (4), 初 始 条 件 
y(0- )==1,y (0- )==2, 试 求 ; 

(1) 系统 的 零 输入 响应 yi; (1); 

(2) 输入 /(7) 二 e(1) 时 ,系统 的 零 状态 响应 和 全 响应 ; 

(3) 输入 (4) 二 ee (1) 时 ,系统 的 零 状 态 响 应 和 全 响应 。 

2-12 如 图 2-37 所 示 电 路 ,各 电源 在 1 二 0 时 刻 接 入 ,已 知 xc(0-)=1V, 求 输出 电流 
i(1) 的 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 和 全 响应 。 


i) 19 


Ch) Fw) 站 
10V 下 他 


图 2-37 题 2-12 
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2-13 求 下 列 系统 的 单位 阶 跃 响应 。 


力 十 4 _， 3 中 于 
mp) plp’+3p+2)" 力 ( 力 十 1)2” 


2-14 给 定 下 列 系统 的 输入 输出 算 子 方程 .初始 条 件 和 输入 信号 , 试 分 别 求 其 完全 响 
应 ,并 指出 其 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 、 自 由 响应 、 强 迫 响应 、 暂 态 响应 和 稳 态 响应 分 量 。 

(1) (p+1)y()=f(0),y(0-)=2,f(0)=(1+e *)e(); 

(2) (p’+2p+D yD)=p+D FD),y0)=1,y (0 )=2,/()=e- Ye(), 

2-15 试用 MATLAB 绘制 题 2-4 中 各 卷 积 积分 f1(1) * f; (4) 的 波形 。 

2-16 试用 MATLAB 绘制 题 2-9 中 系统 的 零 输入 响应 的 波形 。 

2-17 试用 MATLAB 绘制 题 2-10 中 各 系统 的 单位 冲 激 响应 (4) 的 波形 。 

2-18 题 2-11 中 系统 的 输入 为 /(1) = 二 e(1) 时 ,试用 MATLAB 绘制 系统 的 零 状态 
响应 。 


(2) H(p)= 
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CHAPTER 3 


信和 号 可 以 用 时 间 函 数 来 表示 ,第 2 章 学 习 了 在 时 域 中 分 析 和 研究 信号 的 特性 。 除 了 时 
域 分 析 以 外 ,信号 还 可 以 在 频 域 中 进行 分 析 和 研究 , 频 域 分 析 法 即 傅 里 叶 分 析 法 ,是 信和 号 与 
系统 变换 域 分 析 的 基础 。 信 号 具有 频率 特性 : 一 个 复杂 的 信号 可 以 分 解 成 许多 不 同 频率 的 
正弦 函数 的 线性 组 合 ,各 个 正弦 分 量 的 幅度 和 相位 按 频率 的 高 低 排列 形成 了 信号 的 频谱 。 

对 信号 进行 频谱 分 析 及 其 应 用 至 今 已 有 近 两 百年 的 历史 。 
1822 年 法 国 数学 家 傅 里 时 (J. Fourier,1768 一 1830, 见 图 3-1) 
在 研究 热传导 理论 时 提出 并 证 明了 周期 函数 展开 为 正弦 级 数 
的 原理 ,之 后 泊 松 (Poisson) 、 高 斯 (Gauss) 等 人 将 这 一 成 果 应 
用 到 电学 中 ,经 过 多 年 的 发 展 , 这 种 分 析 方法 已 广泛 应 用 于 电 
学 ,力学 量子 物理 学 等 众多 的 科学 与 技术 领域 中 ,如 今 傅 里 叶 
分 析 方 法 已 经 成 为 信号 分 析 与 系统 设计 不 可 或 缺 的 重要 工具 。 

本 章 介绍 信号 及 系统 的 傅 里 叶 分 析 ,在 介绍 周期 信号 的 传 
里 叶 级 数 和 信和 号 频谱 概念 的 基础 上 ,讨论 傅 里 叶 变换 及 其 性 
质 , 以 及 傅 里 叶 分 析 方 法 在 连续 时 间 信 和 号 与 系统 分 析 中 的 
应 用 。 


图 3-1 法 国 数学 家 傅 里 叶 


3.2 周期 信号 的 伟 里 叶 级 数 


周期 信号 是 一 种 周而复始 .无 始 无 终 的 信号 。 
其 表达 式 为 
GD) = GT 二 T) 《和 向 
式 中 , 工 是 满足 式 (3-1) 的 最 小 的 非 零 正 值 , 称 为 信号 /(1) 的 基 波 周期 ,其 倒数 六 =1/T 是 
信号 的 基 波 频率 。 
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3.2.1 周期 信号 的 传 里 叶 级 数 


按 高 等 数学 的 知识 我 们 知道 ,任何 周期 为 的 周期 函数 了 (7) ,车 满足 狄 里 赫 利 条 件 : 
(1) 在 一 个 周期 内 ,函数 /(7) 为 连续 或 只 含有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ; 

(2) 在 一 个 周期 内 ,函数 /(7) 的 极 值 点 为 有 限 个 ; 

(3) 在 一 个 周期 内 ,函数 /(w) 是 绝对 可 积 的 , 即 满足 


tT 
| | Fa) | d 一 co (3-2) 
如 
则 周期 函数 F(Cz) 可 以 展开 为 三 角 函 数 的 线性 组 合 
f0) EE alicoswot 十 azCcos2wot 十 … 十 bisinwol 十 bzsin2wot 十 … 
= 全 二 > ) (ascosnwot 十 b,sinnwot) (3-3) 
=1 


2 fo+T 
式 中 ,ae = 2| fd 


rotT 
Cn 一 三 | f(t)cosnwotdt 
TJ 


tT 
= 2 f (2)sinnwotdt 


其 中 ,m 王 2r/T 是 周期 函数 /(1) 的 基 波 角 频 率 , 有 时 也 简称 为 基 波 频率 。 一 般 可 取 4 二 一 T/2。 
式 (3-3) 称 为 周期 函数 /2z) 的 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 。 
若 将 式 (3-3) 中 相同 的 频率 项 合并 ,还 可 以 将 一 般 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 化 为 
如 下 标准 的 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 。 
f(1)= 史 直 Sc cosnwot + ba sinnwot) 


n=1 


一 2 faz | cosnwot 十 sinnwot | 
2 3 v 全 
= 2 + 六 cn (COsgn CoOsnwot 一 singn sinnwot) 
n=1 
过 十 >)cvcosCzoot 十 加) (3-4) 


n=1 


这 两 种 三 角形 式 傅 里 叶 级 数 展开 式 系数 的 关系 为 
Co 一 aoycs = Vaas 十 外， gs 一 一 arctan 


= an 
sing, = ， cosg, 一 
和 而 于 页 "TF 
an = CnCOSGn» b, =— cnsing, 


利用 欧 拉 公式 ,我 们 可 以 将 三 角形 式 的 侍 里 叶 级 数 表 示 为 复 指数 形式 的 全 里 叶 级 数 。 
欧 拉 公式 如 下 


吉 人 


cosnwo 一 到 Cem 二 ei) 


Ds = 
sinnwo = 二 (em — eo) 
j2 
ed。 = cosnwo + jsinnwo 


将 式 (3-5) 代 入 式 (3-4) ,得 到 如 下 复 指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 
f(D)= 区 年 > ecosnwot 十 Hr) 


2 


i 
= D3 


n=1 


一 co | 
= 多 3 


n=1 


Sl 十 erioeorw) ] 

Cn jnuor oi S Cn nwot Si 
这 or ejen 十 2 号 ec or ©-ip 
Cn Eneot po 六 ew 
it + 之 Pee 


一 1 
Geen 十 2) See 


a 内 号 ev 和 


令 F,=Ser ,得 到 周期 函数 /(4) 的 复 指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 


其 中 系数 


三 角 函 数 标准 形式 中 c 是 第 次 谐 波 分 量 的 振幅 ,但 在 指数 形式 中 ,下 


fu 


) = 2) Fe 


人 下 Be 
F, = 二 | f(De™'d = Bolosp 十 jsing, ) 
1 


下, 通常 是 复数 ,可 以 表示 成 模 和 幅 角 的 形式 
FEF. =| Fl er 


下 -, 合 并 ,构成 第 nn 次 谐 波 分 量 的 振幅 和 相位 。 
指数 形式 与 三 角形 式 系数 之 间 的 关系 为 


2 
二 2 2 
L 3 | 
pn jp 
FE.=| Ee 2 (Qn 十 jb Bene 
三 下令 三 祈 六 三 -下 训 访 
到 2 (as = Dn€ 
bh 
qn 一 一 arctan 一 


F,+F., = 2ReLF.] 一 a, 
其 下 一 天 三 记 IaLRP 三 专 


(3-5) 


(3-6) 


(3-7) 


(3-8) 


"要 与 相对 应 的 


(3-9) 


第 3 章 ， 傅 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 变换 | 75 


3.2.2 周期 信号 的 频谱 


通过 健 里 叶 级 数 展 开 , 我 们 把 周期 函数 f(z) 表 示 为 三 角 函 数 的 线性 组 合 。 而 三 角 函 数 
表达 的 是 一 种 单一 频率 的 信号 ,因此 将 周期 函数 表达 成 傅 里 叶 级 数 展开 式 ,可 以 从 频率 的 角 
度 来 描述 信号 。 

一 个 周期 信号 与 男 一 个 周期 信号 的 区 别 , 在 时 域 中 表现 为 波形 不 同 ; 而 在 频 域 中 则 表现 
为 FF, 不 同 , 即 振幅 和 相位 的 不 同 。 因 而 振幅 和 相位 是 在 频 域 中 研究 信号 Fo) 的 关键 。 

把 振幅 及 相位 随 w 变化 的 曲线 称 为 信号 的 频谱 图 。 利 用 频谱 图 可 方便 、 直 观 地 表示 一 
个 信号 中 包含 有 哪些 频率 分 量 ,以 及 各 频率 分 量 所 占 的 比重 。 

前 面 已 述 ,周期 信号 的 复 振幅 已, 一 般 为 nwo 的 复 函 数 , 因 而 描述 其 特点 的 频谱 图 一 般 
有 两 个 : 一 个 称 为 振幅 频谱 ,简称 幅度 谱 , 它 是 以 w 为 横 坐 标 \ 振 幅 为 纵 坐标 所 面 的 谱 线 图 ; 
另 一 个 称 为 相位 频谱 ,简称 相位 谱 , 它 是 以 w 为 横 坐 标 、. 相 位 为 纵 坐标 所 画 的 谱 线 图 。 

在 信号 的 复 振幅 F, 为 w 的 实 函 数 的 特殊 情况 下 ,其 复 振幅 与 变量 (w) 的 关系 也 可 以 用 
一 个 图 绘 出 。 

信号 的 时 域 波形 与 频谱 都 是 实际 存在 的 ,例如 我 们 可 以 通过 示波器 来 观察 信号 的 时 域 
波形 ,通过 频谱 分 析 仪 观察 信号 的 频谱 。 声 波 有 频谱 ,图 像 也 有 频谱 ,频谱 与 时 域 波形 一 样 
具有 实际 意义 。 

【 例 3-1】 已 知 周期 信号 /(4) 的 表达 式 如 下 , 试 画 出 其 频谱 图 。 


f(1) = 1+V2coswot cos (2ant + 村)| V2 sinwol + sin3ont 
解 : 将 /(1) 整 理 为 标准 形式 


f02)=1+ 2cos (nt = 持 ]+ cos (Ze PE «)+ 2 eos (3 】 


二 1 十 二 区 竹 不 迁 | 生 并 三 迁 
一 1 2eos (et 4 ) eos(2ent 4 上» 2 cos[ 301 2 】 


则 f(D 的 幅度 谱 与 相位 谱 如 图 3-2 所 示 。 


BS 


tb|a 上 |a ©| 上 |a 


(a) 幅 度 谱 图 (b) 相 位 谱 图 
图 3-2 例 3-1 的 频谱 图 


其 指数 形式 频谱 图 (双边 谱 ) 如 图 3-3 所 示 。 
下 面 给 出 用 MATLAB 画 周 期 信号 频谱 图 示例 。 
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Pn 
” 工 x 
2 a 
-2wo 1 wo 1 3w0 
23w [wo I 2wo 本 
二 
-3oo -2oo -ooO| wo 2oo3oo 包 _ 区 元 
4 4 = 
(a) 幅度 谱 图 (b) 相位 谱 图 


图 3-3 例 3-1 的 频谱 图 (双边 谱 ) 


【 例 3-2】 试 画 出 周期 信号 Fo) 三 一 1 十 2sin(0. 2xt) 一 3cosxt 的 幅度 频谱 。 
解 : MATLAB 程序 如 下 : 


clear; 

N=5000; T=0.1; n=1: N; 
D=2*xpi/(N* T); 

f= -1+2xsin(0.2*pixn*T)—3*cos(pix*n*T); 
F=Txfftshift(fft(f£)); 

k= floor(- (N- 1)/2:N/2); 
subplot(2, 1, 1); 
plot(n*T, f); 

axis([ =1,50, =6.1,4.1]); 
ylabel( f(t) '); 

line([ -1, 50], [0, 0]); 
line([0,0]，[ -6.1,4.1]); 
subplot(2, 1, 2); 
plot(k*D, abs(F)); 
ylabel( ' 幅 频 '); 

axis([—6, 6, -0.1, 800]); 


波形 如 图 3-4 所 示 。 


幅 频 


-6 -4 -2 0 


[ 
A 
Ey 


图 3-4 例 3-2 非 正弦 周期 信号 频谱 
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周期 矩形 脉冲 是 典型 的 周期 信号 ,其 频谱 函数 具有 周期 信号 频谱 的 基本 特点 。 下 面 通 
过 对 周期 矩形 脉冲 频谱 的 分 析 , 来 了 解 周期 信号 频谱 的 一 般 规 律 。 
【 例 3-3】 周期 矩形 脉冲 7Cz) 的 时 域 波形 如 图 3-5 所 示 , 求 周期 矩形 脉冲 频谱 。 


AD 
六 于 人 二 1 
2 2 
图 3-5 周期 矩形 脉冲 f(z) 
本 、 _ 已 “一 二 <(<< 王 
解 : 周期 矩形 脉冲 /2) 的 时 域 表 达 式 为 fo) 一 2 2 
0 其 他 
其 中 ,oo 二 2x/T。 将 /CO 展开 成 指数 形式 傅 里 叶 级 数 ,由 式 (3-8) 可 得 
| 
F,= 于 | Ee d= yp 子 
下 .1 2(. eA 
下 nwo (oY 人 ] 
ee sin zaor 
T nwo 
一 Nnwot 
Te 
式 中 ， f= 3 舍 sa om 一 | F, | or, 
-FE Nnwor 
| 一 和 3 2 
使 Sa “9 二 0 的 w 是 开 的 零点 ,由 此 可 解 出 FF, 的 零点 为 
2nr a 
(n= 二 土 1, 土 2,*…) 
T 
EB nwort 
| PP | 二 示 |So 一 7 
0 Mr < Lt Ds 
9n 二 k 宇 0 
2 Ds ,< + Ds 
其 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 ,由 式 (3-9) 可 得 
已 = 这 
[过 ,二 罕 Sa | 
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f0)= 但 + 王 》 sa a Tcosnwot 


n=1 


到 | ,其 零点 为 


车 设 T=5r,E=1,+== 二 ,代入 上 式 ,得 : |F,|= 


1ls 
5 
2nx __ 2nnx 


ES 一 区 /5 一 572。 至 一 5zoo, 即 5w ,10w ,… 为 过 零点 。 


当 T=5zc 时 ,周期 矩形 脉冲 f(7) 的 幅度 谱 、 相 位 谱 如 图 3-6 所 示 。 


| 可 


Co 


ur i 2 


SN 
和 -站 一 ooO| wo 3w0 辫 4 外 
到 t 


图 3-6 ”周期 矩形 信号 的 复 振幅 频谱 


使 用 MATLAB 将 周期 矩形 脉冲 /(4) 展 开 为 傅 里 叶 级 数 的 程序 如 下 。 
【 例 3-4】 将 基 频 为 50Hz 的 方 波 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 
解 : MATLAB 程序 如 下 : 


clear 

N=5000; T=0.01; n=1: 8*N; 
D=2xpi/(N*x T); 

f= square(2* pixnxT); 名 产生 方 波 
F=Txfftshift(fft(f£)); 
k=floor(—- (8*N-1)/2: 8* N/2); 
subplot(2, 1, 1); 

plot(nxT, £); 

axis([0, 10, -1.5, 1.5]); 
Ylabel('f(t) ) 7 

line([ -1, 50], [0, 0]); 

line([0, 0], [-6.1, 4.1]); 
subplot(2, 1, 2); 

plot(k*D, abs(F)); 
Ylabel( ' 幅 频 '); 

axis([ — 1000, 1000, —10, 300]); 


程序 运行 结果 如 图 3-7 所 示 。 
【 例 3-5】 利用 MATLAB 分 析 周 期 矩形 脉冲 /xz) 的 周期 T 及 脉冲 宽度 r 变化 对 频谱 
发 生 影响 ,并 以 此 结果 来 分 析 周 期 信号 频谱 的 特性 。 
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7D 


幅 频 


N100 
图 3-7 例 3-4 的 f(7) 与 其 傅 里 叶 级 数 幅 频 特性 
解 : 首先 定义 一 个 抽样 函数 (Sa. m) : 


Sa.m 

% 抽样 函数 (连续 或 离散 ) 

% 高 度 为 1, 

% 调用 : y= Sa(t) 函数 幅度 为 1, 第 一 个 过 零点 为 pi 
function E= Sa(t) 


f= sinc(t. /pi); 
(1) 周期 矩形 脉冲 t+ 不 变 、T 变化 时 频谱 改变 的 MATLAB 程序 如 下 : 


clear all 
tau=0.5;t=[25 10]; 
tau T= tau. /t; % 占 空 比 
omega_0=2*xpi./t 
n0= 0;nl=50; 
N= length(t) 
fork=1:N 
n= [n0:omega_0(k):nl]; 
F n=tau T(k) * Sa(tau* n/2) 
Fn_max= max(F_n); 
Fn min= min(F n); 
subplot (N, 1,k), stem(n,F_n,'.'); 
axis([n0 nl Fn min— 0.01 Fn max+0.01]); 
line([n0 n1],[0 0], ‘color', 'r'); s% 画 直 线 ,表示 横 轴 , 线 为 红色 
title( strcat( ' 幅 度 频 谱 : 脉 冲 宽度 = 0.5, 周 期 = ,num2str(t(k)))); % 图 上 标题 
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结果 如 图 3-8 所 示 。 
幅度 频谱 : 脉冲 宽度 -0.5, 周期 -2 


" | 上 


0 


| TE 天 生生 拓 


10 1 20 3 30 3 40 4 50 
幅度 频谱 : 脉冲 宽度 =0.5, 周期 =5 


0 $3 10 1 20 2 30 3 和 5 50 
幅度 频谱 : 脉冲 宽度 =0.5, 周期 =10 


3 10 1 20 30 35 40 45 50 
图 3-8 周期 矩形 脉冲 + 不 变 、T 变 化 时 频谱 的 改变 
(2) 周期 矩形 脉冲 工 不 变 .= 变 化 时 频谱 改变 的 MATLAB 程序 如 下 : 


clear all 
tau= [0.20.51];t=5; 
tau T= tau. /t; 多 占 空 比 


omega 0 =2*pi/t 

n0=0;nl=50;N= length(tau); 

n= [n0:omega 0:n1]; 

fork=1:N 

F n= tau T(k) * Sa(tau(k) * n/2); 

Fn max= max(F_n); 

Fn min= min(F_n); 

subplot(N,1,k), stem(n,F_n,'.'); #% 画幅 度 频谱 

axis([n0 nl Fn_min 一 0.01 Fn max+0.01]); 

line([n0 n1],[0 0], 'color', 'r'); 画 直线 ,表示 横 轴 , 线 为 红色 
title( strcat( "幅度 频谱 :周期 = 5, 脉 冲 宽度 = ', num2str(tau(k)))); % 在 图 上 写 标题 


end 
结果 如 图 3-9 所 示 。 

从 例 3-5 仿真 结果 图 可 以 看 到 ,周期 矩形 脉冲 /(1) 的 频谱 具有 如 下 特点 : 

(1) 周期 矩形 脉冲 /(1) 的 频谱 图 是 离散 的 ,频率 间隔 oo= 2x/T。 特 别 是 随 着 周期 
的 增加 ,离散 谱 线 的 间隔 ww 减 小 ; 若 T 吕 ,wo 一 0,|F, | 一 0, 离 散 谱 将 变 为 连续 谱 。 

(2) 直流 、 基 波及 各 次 谐 波 分 量 的 大 小 正比 于 脉冲 幅度 EE 及 脉冲 宽度 c, 反 比 于 周期 T。 
各 谐 波 幅度 随 Sa(nwort/2) 的 包 络 而 变化 ,w= 二 2zryVr 为 零点 (2 一 1,2,…)。 若 r>0, 第 一 个 
零点 w 一 2r/r 一 co。 

(3) 频谱 图 中 有 无 穷 多 根 谱 线 ,但 主要 能 量 集中 在 第 一 个 零点 w= 二 2x/r 之 间 。 实 际 应 
用 时 ,通常 把 0 一 2r/r 的 频率 范围 称 为 矩形 信号 的 频带 宽度 , 记 为 了 ,于 是 矩形 信号 的 频带 
宽度 


C2 
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幅度 频谱 : 周期 =5, 脉冲 宽度 =0.2 


0 5 10 1 30 2 30 3 4 4 350 
幅度 频谱 : 周期 =5, 脉冲 宽度 =0.5 


0.1 
0.05| 
0 

1 1 1 1 1 1 L 1 J 


0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
幅度 频谱 : 周期 =5, 脉冲 宽度 =1 


(3-10) 
By 一 

式 (3-10) 中 B, 的 单位 是 弧度 / 秒 ,By 的 单位 是 赫 效 (Hz) 。 

以 上 虽然 是 对 周期 矩形 信号 的 频谱 分 析 , 但 其 基本 特性 对 所 有 周期 信号 都 适用 ,由 此 给 
出 周期 信号 频谱 的 一 般 特 性 。 

一 般 周 期 信号 的 频谱 具有 以 下 三 个 特点 。 

(1) 离散 性 : 谱 线 沿 频率 轴 离 散 分 布 。 谱 线 仅 在 0,ws ,2owo…… 基 波 的 倍 频 (离散 的 ) 频 
率 点 上 出 现 。 

(2) 谐 波 性 : 各 谱 线 等 距 分 布 , 相 邻 谱 线 的 距离 等 于 基 波 频率 。 周 期 信号 没有 基 波 频 
率 整 数 倍 以 外 的 频率 分 量 。 

(3) 收敛 性 : 随 着 n 一 ,|F,| 趋 于 零 。 


3.2.3 周期 信号 的 功率 


周期 信号 随 着 时 间 的 延续 ,信号 的 幅度 周期 性 变化 着 ,因而 周期 信号 的 能 量 无 限 , 而 平 
均 功 率 是 有 界 的 ,因此 周期 信号 是 功率 信和 号。 

周期 信号 的 功率 定义 为 周期 信号 在 19 电阻 上 消耗 的 平均 功率 。 因 而 ,对 于 周期 为 工 
的 周期 信号 /2) ,其 平均 功率 为 


P= Hf Ou (3-11) 
已 知 周期 信和 号 F(z) 可 展开 为 傅 里 叶 级 数 展开 式 
FaD = Foe 


nm 一 一 co 


将 其 代入 式 (3-11) ,得 到 
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P= |F|+22) | R | (3-12) 


式 (3-12) 说 明 周期 信号 的 功率 等 于 信号 直流 分 量 的 功率 再 加 上 信号 的 各 次 谐 波 分 量 功率 
之 和 ,这 就 是 帕 塞 瓦 尔 恒等式 , 即 能 量 守 便 定理 。 


3.3 非 周期 信号 的 伟 里 叶 变 换 


从 本 质 上 讲 , 傅 里 叶 级 数 展开 就 类 似 于 一 个 三 棱镜 , 它 把 一 个 信号 函数 分 解 为 众多 的 频 
率 分 量 , 而 利用 这 些 频率 分 量 又 可 以 重 构 原来 的 信号 函数 。 这 种 信号 的 分 解 是 可 逆 的 且 保 
持 能 量 不 变 。 傅 里 叶 楼 镜 与 自然 棱镜 的 原理 一 样 , 不 过 自然 棱镜 是 将 自然 光 分 解 为 多 种 颜 
色 的 光 , 而 傅 里 叶 棱镜 将 复合 信号 分 解 为 多 个 频率 。 这 两 种 棱镜 的 比较 如 图 3-10 所 示 。 


传 里 叶 
变换 棱镜 


赤 

输入 自然 Ce 
自然 Sr 

一 -一 物理 棱镜 \ 一 。 : 
_ 频率 1 

频率 2 

输入 f(D — wk 


图 3-10 ”两 种 棱镜 的 比较 


3.3.1 从 传 里 叶 级 数 到 传 里 叶 变换 
若 将 非 周期 信号 看 作 是 周期 信号 T-~== 的 极限 情况 , 非 周期 信号 就 可 以 表示 为 
f(D = limyr(O) 
以 周期 矩形 脉冲 为 例 , 当 T-~== 时 ,周期 信号 就 变 成 单 脉冲 信号 的 非 周 期 信号 。 由 3. 2 
节 的 分 析 可 知 , 随 着 了 的 增 大 .离散 谱 线 间隔 w 就 变 窗 ; 当 Tco,w 一 0,| 忆 | 一 0 时 , 离 
散 谱 就 变 成 了 连续 谱 。 虽 然 | 忆 ,| 一 0, 但 其 频谱 分 布 规律 依然 存在 ,它们 之 间 的 相对 值 仍 有 
差别 。 为 了 表明 这 种 振幅 、 相 位 随 频 率 变 化 的 相对 关系 ,我 们 引入 频谱 密度 函数 。 


已 知 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 为 
fr(2) 一 3 F, eo! 
式 中 
ee 1[™ a 
F, = F(jnwo) = 于 | Aceos or dt (3-13) 


对 式 (3-13) 两 边 取 极 限 ,并 乘 以 使 F, 不 趋向 于 零 , 得 到 


T/2 


lim TE, = lim| fr (De mo dr 
T-~= Te 一 TV2 
令 limTF, 二 FGjw), 则 
a 
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成 和 二 [fra (3-14) 
由 传 里 叶 级 数 可 得 


fr()= 2) Fe 


~ T/ 
到 四 [fr em ]er 


人 ok 
= 2 zl mf De jwo di]e 0 
当 T>oo 时 ,fr(D 玉 f(D) ,nwo 习 w,wo 习 dw, 求 和 变 成 求 积分 , 则 有 
No ; 
f= 通 支 (六 reos dt je do 
即 : 

f(D) = | Fdjo)em dw (3-15) 

2x -~ 


一 般 把 式 (3-14) 与 式 (3-15) 叫 作 伟 里 叶 变 换 对 ,其 中 式 (3-14) 为 傅 里 叶 变 换 ， 
式 (3-15) 为 傅 里 叶 反 变换 ,而 傅 里 叶 级 数 是 傅 里 叶 变 换 的 特殊 表示 形式 。 
傅 里 叶 变换 对 的 关系 也 常用 下 述 符号 表示 
F(jo) = 开 F(COD)] 
£0 = Pee 
或 记 为 f(D EF(w) 
式 (3-16) 表 示 F(jo) 与 /(1) 具 有 一 一 对 应 关系 ,F(jw) 是 /(1) 的 频谱 密度 函数 ,而 (7) 
是 F(jw) 的 原 函 数 。 
傅 里 叶 变换 简称 傅 氏 变换 ,用 英文 缩写 FT 表示 ; 傅 里 叶 反 变换 用 英文 缩写 IFT 表示 。 
车 /(1) 为 因果 信号 , 则 傅 里 叶 变 换 式 为 
Fjw) = | ea 


(3-16) 


其 反 变换 与 式 (3-15) 相 同 。 
由 傅 里 叶 反 变换 式 ,我 们 可 以 得 到 任意 信号 在 不 同 频率 时 的 幅度 和 相位 值 ,特别 当 频 率 
和 观察 时 间 为 零 时 ,有 
F(0) = [ fd 
ml (3-17) 
f(0) = BB| ”Fewdw 


式 (3-17) 表 明 信 和 号 的 直流 分 量 可 以 由 傅 里 叶 变 换 在 w 为 零 时 的 值 来 确定 ,而 1 为 零 时 
的 信号 取 值 与 (4) 的 频谱 密度 函数 的 净 面 积 成 比例 。 

由 传 里 叶 变 换 的 推导 过 程 可 以 看 出 ,信号 进行 依 里 叶 变 换 存在 的 条 件 与 传 里 叶 级 数 存 
在 条 件 基本 相同 ,不 同 之 处 是 时 间 范 围 由 一 个 周期 变 为 无 限 区 间 。 

傅 里 叶 变换 存在 的 充分 条 件 是 信号 /(7) 在 无 限 区 间 内 绝对 可 积 , 即 


I | Fo |d <co (3-18) 
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信和 号 的 时 间 函 数 FCz) 和 它 的 傅 里 叶 变换 即 频谱 F(jw) 是 同一 信号 的 两 种 不 同 的 表现 形 
式 。f/(1) 显 示 了 时 间 信 息 而 隐藏 了 频率 信息 ,而 F(jw) 显 示 了 频率 信息 而 隐藏 了 时 间 信 息 。 
3.3.2 非 周期 信号 的 频谱 函数 
由 非 周 期 信号 的 傅 里 叶 变换 可 知 
f(D) = a FO er dw 
Fjwy = [ea 
频谱 函数 F(jw) 一 般 是 复 函 数 , 记 为 


F(jo) =| FOjw) | er 《3-197 
式 中 ，| F(jo)| 是 幅度 谱 密度 函数 ,简称 幅度 谱 ; p(w) 是 相位 谱 密度 函数 ,简称 相位 谱 。 它 


们 都 是 w 的 连续 函数 。 
利用 欧 拉 公式 , 非 周期 信号 的 傅 里 叶 变换 表示 式 也 可 改写 成 三 角 函 数 形式 


TL 和 jue 二 本 ; j(wrt ple)) 
ff) | Fw)e dw | IFlw) le dw 


= 二 | | F(jw) | cos(wr +epco)do+j 寺 | | FOw) | sin(wt + p(w)) dw 


即 非 周 期 信号 /(4) 也 可 以 分 解 为 许多 不 同 频 率 的 正弦 分 量 。 

由 于 基 波 频率 趋 于 无 穷 小 量 , 因 此 非 周 期 信号 (27 包含 了 所 有 的 频率 分 量 , 即 非 周期 
信号 的 频谱 为 连续 谱 。 由 于 各 频率 成 分 的 振幅 趋 于 无 穷 小 ,因此 非 周 期 信和 号 /(7) 的 频谱 只 
能 用 密度 函数 |FGw) | 来 表述 各 分 量 的 相对 大 小 。 

3.3.3 ”有 典型 信号 的 传 里 叶 变 换 

1. 单 边 指数 函数 

1) 单 边 因果 指数 函数 

GD) 一 ee() a>0 
FGo)= | eveWera= | erm 


-etm 1 i 
at+ijw |。 Q 十 jw 二 证 
即 
jo 
F(jw) = 十 声 (3-20) 
1 
| F(Ow) | = 一 一 -一 
一 一 J 
glw) arctan 


单 边 因 果 指 数 函 数 的 时 域 波形 f(7) 、 幅 度 谱 |F(Gjw) | 、 相 位 谱 p(w) 如 图 3-11 所 示 。 
【 例 3-6】 编写 单 边 因 果 指 数 函 数 f(1) 二 e"e (1) 傅 里 叶 变 换 F(jio) 的 MATLAB 程 
序 , 并 画 出 波形 。 
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IFOo) 


J/ (=e "a(n) 


0 1 


图 3-11 单 边 指数 函数 的 波形 ,幅度 谱 和 相位 谱 
解 : MATLAB 程序 为 : 


clear; 

N=500; T=0.1; n=1: N; 

D=2¥pi/(N* T); 

f= exp( 一 0.1x*nxT); subplot(3, 1, 1); 
plot(nxT,，f); axis([—1, 50, -0.1, 1.2]); 
ylabel( ‘f(t)'); 

line([ -1, 50], [0, 0]); 

line([0, 0], [-—0.1, 1.2]); 
F=Txfftshift(fft(f£)); 

k= floor( — (N- 1)/2: N/2); 

subplot(3, 1, 2); 

plot(k *D, abs(F)); 

Ylabel( ' 幅 频 '); 

iat{l =2) 2,. =0.4. 201); 

subplot(3, 1, 3); 

plot(k*D, angle(F)); 

Ylabel( ' 相 频 '); 

下 = 27. = 21)> 


程序 运行 结果 如 图 3-12 所 示 。 


幅 频 


相 频 
© 


-2 1 1 1 1 1 1 
-2 -5 | -0.5 0 0.5 1 1.5 


图 3-12 例 3-6 单 边 因果 指数 函数 及 其 傅 里 叶 变换 
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即 


2) 单 边 反 因果 指数 函数 


MATLAB 的 方法 


f(1)=e"e(—1t) a>0 


F(jw)= [ 


eI 


0 
ee(—De™d= | ee 


jot | 9 


1 |! 


Pe 


jo|-- ajw a 二 ow 


1 


a—jw 


F(jw) = 


1 


| FOw) | = ———— 
Va + ow 


ww 
9(w) = arctan 


单 边 反 因果 指数 函数 的 时 域 波 形 /(4) 、 幅 度 谱 |FGw) | 、 相 位 谱 p(w) 如 图 3-13 所 示 。 
Jf (N=e"'s (-N)| 


< 


图 3-13 


【 例 3-7】 编写 求 单 边 反 因果 


ee( 一 四 波形 及 其 幅度 谱 、 相 位 谱 


jar 


指数 函数 /2(1) 二 Ae*e( 


F(jw) 的 MATLAB 程序 ,并 夯 出 波形 。 


解 : MATLAB 程序 为 : 


clear; 

BW= -500; T=0.1; n= -1: -1: 
D=2xpi/(N* T); 

f= exp(0.1*xnxT); 

subplot(3, 1, 1); 

plot(n* T, £); 

axia([ =50, 1, =0.1, 1.2]); 
ylabel( '£(t) ) ; 

line([ -50, 1], [0, 0]); 
line([0, 0], [-—0.1, 1.2]); 
F=Tx*fftshift(fft(f)); 

k= floor(-(-N-1)/2: —N/2); 
subplot(3, 1, 2); 

plot(k*D, abs(F)); 
Ylabel( ' 幅 频 '); 

sxis([ ~27 2; =0.1, 10])3 
subplot(3, 1, 3); 

plot(k*D, angle(F)); 
Ylabel( ' 相 频 '); 

axis([ -2, 2, -2, 2]); 


N; 


四 ( 令 A=2,a 


(3-21) 


3) 傅 里 叶 变 换 
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程序 运行 结果 如 图 3-14 所 示 。 


f(D) 


幅 频 


相 频 


2 3 3 -05 0 0.5 1 1.5 2 
图 3-14 例 3-7 单 边 非 因果 指数 函数 及 其 传 里 叶 变换 


2. 双边 指数 函数 
双边 指数 函数 /(4) 一 e“1 ,其 中 一 cc 天 一 co， a>0 
或 f(1) 一 ee(—1t) + eel) 
利用 以 上 单 边 指数 函数 傅 里 叶 变 换 的 结果 ,有 

1 2 
4 一 jo a+tjwo qa’ 二 Tow 


Fljw) = (3-22) 


- 2 
本 1FGo) |= zr 
gl(w)=0 


双边 指数 函数 的 时 域 波形 Fe) 频谱 F(jw) 如 图 3-15 所 示 。 


f(ze™ Fiorio) 


1 


ey 


9 
图 3-15 “双边 指数 函数 的 时 域 波形 和 频谱 


【 例 3-8】 写 出 双边 指数 函数 e ?9 傅 里 叶 变换 的 MATLAB 程序 ,并 画 出 波形 。 
解 : MATLAB 程序 为 : 


clear; 

SYms tv; 

F= fourier(exp( -2 * abs(t))); 
subplot(2, 1, 1); 
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ezplot(exp( — 2* abs(t))); 
subplot(2, 1, 2); 
ezplot(F); 

波形 如 图 3-16 所 示 。 


l/exp(2abs(?)) 


ri 和 证 和 全 和 汗 作 丰 于 
25 -2 -5 -1 -05 0 05 1 15 2 25 
1 
4/(w+4) 


图 3-16 例 3-8 双边 指数 函数 及 其 傅 里 叶 函 数 


3. 符号 函数 
符号 函数 也 称 正 负 函数 , 记 为 sgn(1) ,其 表达 式 为 
1 t>0 
sgn(t) =—e(—1)+e(t) = 
<0 


显然 ,这 个 函数 不 满足 绝对 可 积 条 件 ,不 能 用 式 (3-14) 直 接 来 求 , 但 我 们 可 用 以 下 极限 
形式 表示 sgn(1) 函 数 


sgn(1) 一 lime = limLe ™e (1) — ee(—1)] 
上 式 是 两 个 单 边 指数 函数 的 组 合 , 利 用 前 面 两 个 例子 的 结果 ,并 取 极 限 可 得 
(3-23) 


、 1 1 2 
Mw = lim[s 十 jw | jw 
符号 函数 的 幅度 谱 和 相位 谱 为 
| FGjw) |= TT 
Pa /2 w=0 
Pn 1 w>0 
符号 函数 的 时 域 波形 F(z) 、 幅 度 谱 |F(jw) | 和 相位 谱 p(w) 如 图 3-17 所 示 。 
4. 和 矩 形 脉冲 信号 g; (7) 
矩形 脉冲 信号 g. (7) 是 宽度 为 5, 幅度 为 1 的 偶 函 数 ,常常 称 之 为 门 函数 ,其 表示 式 为 


CD) [人 (+ 王 ] ec 二 ]] SCD) 
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图 3-17 符号 函数 的 波形 及 其 幅度 谱 和 相位 谱 


门 函数 的 频谱 函数 为 
oo /2 
F(jw)= | gc(t)e mdi 一 | ed 
一 = 一 o/2 
2 . wr sin(wr/2) wt 
wsin 7 ar]2 rt sa( 罕 ] (3-24) 


因此 , 门 函 数 的 幅度 谱 和 相位 谱 分 别 为 


Sa 国 


472 工 


| FGow) | 一 


0 一 <|owo| 志 
r 


和 
5 2C2n+ Dx 
T 


<lwl< 


2C2n + I) 


5 0 
ve 一 
T 


门 函数 的 波形 /() ,振幅 谱 |FGw)| 、 相 位 谱 g(w) 如 图 3-18 所 示 。 


A IFOo)h 
i 
rm 2x 0 2 4 也 
rT T 多 
po)h 
4 


图 3-18 8g-(D 的 波形 及 幅度 谱 和 相位 谱 


【 例 3-9】 
并 画 出 波形 。 
解 : MATLAB 程序 为 : 


clear; 

T=0.02; t= 一 10: T: 10; N= 200; 
W= 4xpi; k= —N: N; w=kxW/N; 

fl = stepfun(t， 一 1) - stepfun(t, 1); 
F=Txf1lxexp(—jxt'xw); 


写 出 门 函 数 /(1) 二 gs (4) 二 el1 十 1) 一 e(1 一 1) 伟 里 叶 变 换 的 MATLAB 程序 


%f(t) 
名 E(t) 的 传 里 叶 变换 
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FE1 =abs(F); Pl = angle(F); 

subplot(3, 1, 1); plot(t, f1); 

axis([—3, 3, -0.1, 1.2]); ylabel( 'f(t)'); 
xlabel( 't'); title( 'f(t)'); grid; 
subplot(3, 1, 2); plot(w, F1); 
is([ = 3 pi, 3#9i =0.00, 2.1]); 

grid; ylabel( ' 振 幅 '); 

subplot(3, 1, 3); plot(w, Pl * 180/pi); 
grid; axis([ -3*pi, 3*pi, -180, 180]); 
xlabel( 'w'); ylabel( ' 相 位 ( 度 )'); 


波形 如 图 3-19 所 示 。 


f0 


f0 


振幅 


相位 ( 度 ) 


图 3-19 例 3-9 门 函数 及 其 传 里 叶 变 换 


由 于 F(jw) 是 实 函 数 ,其 相位 谱 只 有 0、x 两 种 情况 ,反映 在 F(jw) 上 则 是 正 、 负 的 变化 ， 
因此 其 幅度 谱 、 相 位 谱 可 合并 在 一 个 图 上 来 表示 ,如 图 3-20 所 示 。 


Fljw) 


图 3-20 g-(D) 的 频谱 函数 


由 图 3-20 可 见 , 门 函数 在 时 域 中 是 持续 时 间 有 限 的 信号 ,而 它 的 频谱 是 技 Sa ( 空 ] 规 
律 变化 的 ,是 无 限 频 宽 的 频谱 。 但 是 门 函 数 信号 的 主要 能 量 集中 在 频谱 函数 的 第 一 个 零点 
之 内 ,所 以 通常 定义 门 函数 的 频带 宽度 为 B。 一 茎 (弧度 / 秒 ) ,或 By 一 工 ( 赫 效 )。 

5. 冲 激 函 数 

时 域 冲 激 函数 3(1) 的 变换 可 由 定义 直接 得 到 , 即 
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基本 三 三 scrd | (3-25) 
由 式 (3-25) 可 知 ,时 域 冲 激 函 数 6(7) 频 谱 的 所 有 频率 分 量 均匀 分 布 (为 常数 1) ,这 样 的 频谱 
也 称 为 白色 谱 。 冲 激 函 数 8(7) ,频谱 函数 如 图 3-21 所 示 。 


50 和 [5O 


(D - 


0 ol 困 
图 3-21 冲 激 函 数 及 其 频谱 
频 域 冲 激 6(w) 的 原 函 数 也 可 由 定义 直接 得 到 , 即 
f(D) = | aedo = (3-26) 
由 式 (3-26) 可 知 , 频 域 冲 激 SCo) 的 反 变 换 是 常数 (直流 分 量 ) 。 
1 
31) | 
lr2x6(w) 
频 域 冲 激 函 数 SCw) 及 其 原 函 数 如 图 3-22 所 示 。 


Sl0) FF [do)] 
(0D) 去 
ge 


0 © 9| 1 


(3-27) 


3-22” 频 域 冲 激 函 数 8(w) 及 其 原 函 数 


6. 阶 跃 函数 (1) 
阶 呈 函数 虽 不 满足 绝对 可 积 条 件 , 但 e(1) 可 以 表示 为 


By = 到 十 二 sgn(O) 

对 上 式 两 边 同 时 进行 傅 里 叶 变 换 , 有 
fe(1)]= x60) 十 lL 。 加 
2 jw 


nO(w) 十 L 
jw 


= (0) + ee (3-28) 
阶 跃 函数 的 时 域 波形 、 幅 度 谱 |F(Gw) | 和 相位 谱 p(w) 如 图 3-23 所 示 。 


s(n) IFGo)| 
1 时 
一 一 
ol ol 外 


3-23 ” 阶 跃 函数 的 波形 以 及 幅度 谱 和 相位 谱 
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由 以 上 常用 信和 号 传 里 叶 变 换 可 见 ,在 引入 奇异 ( 冲 激 ) 函 数 之 后 ,许多 不 满足 绝对 可 积 条 


件 , 即 式 (3-18) 的 函数 ,如 阶 跃 函数 等 ,都 可 以 有 确切 的 频谱 函数 表示 式 。 
表 3-1 列 出 了 常用 信号 的 频谱 函数 。 


表 3-1 常用 信号 的 频谱 函数 


编 号 CD FOjw) 
wr 
1 gD) rse 人 (等 ) 
2 rsa (至 ) 2xg. (w) 
3 el) ,a>0 . 
e € "a. atjw 
4 te “el(t),a>0 es 
e “el(t),a. pp 
a 2 
5 el ,a>0 二 
6 5CD 1 
1 2n6(w) 
8 BC 一 如) Eo 
9 coswnt x[6(w—w) tO(wto )] 
10 sinwot FT [wn) ton)] 
1 
11 ED A6(w) 十 一 
J]w 
2 二 
12 sgn(t) 二 ,F(0)=0 
jw 
13 亚 一 jsgn(w) 
话 jsgn(w. 
14 6r(2) A6a(w) 
15 DP Fe 2r > Fi(o 一 z0) 
NE 1 
16 ie s(t),a>0 iy 


3.3.4 传 里 叶 变 换 的 性 质 


傅 里 叶 变换 的 性 质 揭示 了 信号 的 时 域 特 性 和 频 域 特性 之 间 的 内 在 联系 。 讨 论 傅 里 叶 变 


换 的 性 质 , 目 的 在 于 : 


。 进一步 了 解 时 频 特性 的 内 在 联系 ; 
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。 利用 传 里 叶 变换 的 性 质 , 基 于 常用 信号 的 傅 里 叶 变 换 求 一 般 信 号 的 F(jw); 

。 了 解 传 里 叶 变换 在 通信 系统 领域 中 的 应 用 。 

1. 线性 性 质 

车 (DoFiGo) ,f(DoF,(iw), 则 

af1 (2D) +bf2 CD) aFi (jw) + oFs Cw) (3-29) 
式 中 , a wv 为 任意 常数 。 
证 明 : 
[cant +bfs(t) Je™dt= a fi Wea +o) fema 
= aFi (jw) + oF (jw) 

利用 傅 里 叶 变 换 的 线性 性 质 ,可 以 将 待 求 信和 号 分 解 为 若干 基本 信号 之 和 ,如 在 3. 3.3 
季 我 们 将 阶 跃 信号 分 解 为 直流 信号 与 符号 函数 之 和 ,使 得 求解 信号 的 傅 里 叶 变 换 变 得 
简单 。 

同时 ,线性 性 质 是 对 信号 与 系统 进行 频 域 分 析 的 基础 ,具有 重要 的 应 用 价值 。 

2. 时 延 (时 移 、 移 位 ) 性 质 

车 f(D)FGjw), 则 


f1(D) = f(t oF (jw) = Flw)e™o 《3-30》 
证 明 : 
[5 fC — 1) ew d= 玉 Cz)erieeroydz 
一 eo 三 frye™ dr 
= F(jw)e 
【 例 3-10】 求 如 图 3-24 所 示 信 号 /1 (7) 的 频谱 函数 fi 
FF (jw) ,并 作 频 谱 图 。 E 
解 ， 14D 与 门 函 数 /0 的 关系 为 (DE/ (1 一 瑟 】 
由 3. 3.3 节 门 函数 的 傅 里 叶 变换 ,得 0 1 
f(D Fjw) = ssa[ 罕 ] 图 3-24 例 3-10 信号 的 波形 图 
再 由 线性 性 质 与 时 移 性 质 , 得 到 
Fi(jw) = EF (jw)e ee ErSa 符 )e3 
| Pi (jio) |= E|F(Gw) |= Er Se 


Po) 二 p(w) 一 字 
因此 ,fi(2) 的 幅度 、 相 位 频谱 函数 |FiGw)|、gi(w) 如 图 3-25 所 示 。 
【 例 3-11】 编写 (0) 二 gz (1 一 1) 二 (7) 一 e(1 一 2) 的 傅 里 叶 变 换 MATLAB 程序 ,并 画 
出 波形 。 
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[FGo)| h 


ey 


(b) 


-wr/2 { 


图 3-25 例 3-10 的 幅度 、 相 位 频谱 
解 : MATLAB 程序 为 : 


clear; 
T=0.02; t= -10: T: 10; N= 200; 
W=4xpi;k= —N: N; w=kxW/N; 
fl = stepfun(t, 0) — stepfun(t, 2); 名 f(t) 的 波形 
F=Txfl*xexp(—j*t'xw); 名 f(t) 的 会 里 叶 变 换 
FE1 = abs(F); Pl = angle(F); 
subplot(3, 1, 1); plot(t, f1); 
axis([ -2, 2, -0.1, 1.2]); 
ylabel( 'f(t)'); 
xlabel( 't'); title( 'f(t)'); grid; 
subplot(3, 1, 2); plot(w, F1); 
axis([ -3*pi, 3xpi -0.01, 2.1]); 
grid; ylabel( ' 振 幅 '); 
subplot(3, 1, 3); 
plot(w, Pl * 180/pi); 
grid; axis([ -3*pi, 3x*pi, -180, 180]); 
xlabel( 'w'); ylabel(' 相 位 ( 度 )'); 
波形 如 图 3-26 所 示 。 
3. 频 移 性 质 
车 /CDFGw), 则 
f(Dew Fi(w— wo)) (3-31) 

证 明 : 

| f (er'e wd 引 f(Dei wd 一 下 ((o 一 oo)) 
频 移 特性 表明 信号 在 时 域 中 与 复 因 子 e"' 相 乘 , 则 在 频 域 中 将 使 整个 频谱 搬移 了 wo 。 
在 通信 系统 中 ,对 信号 进行 调制 与 解 调 ,就 是 通过 将 信号 /(7) 乘 以 载波 信号 coswot (或 


sinwol) 来 实现 的 。 
实际 调制 、 解 调 的 载波 (本 振 ) 信 号 是 正 /余弦 信号 ,借助 欧 拉 公式 , 正 / 余 弦 信 号 可 以 分 
别 表示 为 | a 
coswol a ， sinwot 一 


2 j2 
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0 


振幅 


图 3-26 例 3-10 门 函数 时 延 的 频谱 


这 样 ,车 有 FCOD)e>F(jo), 则 有 


f(D eoswote [FG — 0)) 十 GG 守 讽 ] 


fsinwote> 志 [F GC om)) 一 FGj(o 十 om))] 
【 例 3-12】 求 /(4) 二 coswote(1) 的 频谱 函数 。 
解 : 已 知 elD mrd(o) 十 训 
利用 频 移 特性 ,有 


工 1 1 
coswote (1) Low t+) + m0)]+ To) + He —e) 


= Fto) + ow)]+ 
(4) 的 波形 以 及 频谱 如 图 3-27 所 示 。 


ww 


2 
wo 


IFO@)| 


人 | 人 


ee 


-wo ol 


(b) 


图 3-27 例 3-12 的 波形 及 幅度 、 相 位 频谱 
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同 理 可 得 


Wo 


sinwote (1)<> 下 [5 人 一 om) 一 6(o 十 oo)] 十 


【 例 3-13】 求 如 图 3-28 所 示 f(2) 的 FOGw) 并 作 图 。 


2 2 
Wo 一 中 


图 3-28 例 3-13 f(z) 的 波形 


解 : 令 1() 二 Ag,(7), 则 FiGw=Arsa[ 鹤 ] 
而 


f= fi(t)coswtrF (jw)= 去 [Fi GC mw)) 十 已 (Co 十 oo))] 


_Ar (wow 一 oo)r (wt wo)r 
2 [Se 机 8 ] 


如 果 wm 六 2r/r, 则 Fi(jw) 以 及 FF(jw) 如 图 3-29 所 示 。 


Ro)4rsa( 守 ) | 


Ar 
a) 四 EC 四 
fF T 
Fiw) 人 
At wo>> 二 = 
工 台 
PO 9 | pe 
| 
(b) 可 而 


图 3-29 例 3-13 的 已 (jo) 以 及 Fo) 


【 例 3-14】〗】 写 出 F(z) 二 gg (1)coswot 二 [e (1 十 2) 一 e (1 一 2)]coswot 傅 里 叶 变 换 的 
MATLAB 程序 ,并 画 出 波形 。 
解 : MATLAB 程序 为 : 


clear; 

T=0.02; t= -10: T: 10; 

N=200; W=4xpi;k= 一 N: N; w=kxW/N; 

fl = (stepfun(t, 一 2) — stepfun(t,2)). *cos(2* pixt); %f(t) 
FE=Txflxexp( 一 jxt'xw); 名 f(t) 的 傅 里 叶 变 换 
F1 =abs(F); 

subplot(2, 1, 1); plot(t, f1); axis([—4, 4, -1.2, 1.2]); 


第 3 章 “ 傅 里 叶 级 数 与 傅 呈 


ylabel( 'f(t)'); 

xlabel( 't'); title( 'f(t)'); grid; 
subplot(2, 1, 2); plot(w, F1); 
axis([ —3*Bi, 3#pi, —0.01, 2.1]); 
grid; ylabel( ' 振 幅 '); 


波形 如 图 3-30 所 示 。 


4. 尺度 变换 性 质 
车 /DF(Gw), 则 


oo) Hr | a 天 0 


证 明 : [f(at)]= 六 f(at)e wd 
当 a>0 时 , 令 a=z, 则 d= 士 dx,1== 己 ,代入 上 式 有 
1 pedr=lF/i2 
Lf(a)] = 1| owe a*dz = ma 
当 a 二 0 时 , 令 at=z, 则 有 
Ff(a2)J= 1 本 
三 到 | -三 一 工 i 和 
= 了 | ”reos “dt 一 fi 了 】 
综合 ac>0.a<<0 两 种 情况 ,尺度 变换 特性 表示 为 
4 需 全 得 
flat) FG 
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(3-32) 


特别 当 a 二 一 1 时 ,得 到 f(7) 的 时 域 翻 转 函 数 f( 一 ) ,其 频谱 同样 为 原 频谱 的 翻转 , 即 
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成 比 


f(D) 2 Fj) 

尺度 特性 说 明 ,信号 在 时 域 中 压缩 , 频 域 中 就 扩展 ; 反之 ,信号 在 时 域 中 扩展 ,在 频 域 中 
缩 , 即 信号 的 脉 宽 与 频 宽 成 反比 。 

一 般 时 宽 有 限 的 信号 ,其 频 宽 无 限 , 反 之 亦 然 。 由 于 信号 在 时 域 压缩 (扩展 ) 时 ,其 能 量 
例 地 减少 (增加 ) ,因此 其 频谱 幅度 要 相应 乘 以 系数 1/|a| 。 也 可 以 理解 为 信号 波形 压 


缩 (扩展 )a 倍 ,信号 随时 间 变 化 加 快 ( 慢 )a 倍 ,所 以 信号 所 包含 的 频率 分 量 增 加 (减少 )a 倍 ， 


频谱 
示 了 


展 宽 (压缩 Ya 倍 。 又 因 能 量 守恒 原理 ,各 频率 分 量 的 大 小 减 小 (增加 )a 倍 。 图 3-31 表 
矩形 脉冲 及 频谱 的 扩展 和 压缩 情况 。 


六 ol AiojFdrsa( 生 | 人 


tln 


图 3-31 矩形 脉冲 及 频谱 的 扩展 和 压缩 
【 例 3-15】 夯 出 尺度 变换 后 的 门 函 数 的 频谱 图 ,f1(7) 二 e(1 十 1/2) 一 e(1 一 1/2) 与 f2(1) 二 


e(1 十 2) 一 e(1 一 2), 写 出 对 应 的 傅 里 叶 变 换 的 MATLAB 程序 及 程序 运行 结果 。 


解 : 其 MATLAB 程序 为 : 


clear; 

T=0.02; t= -10:T: 10; N=200; W=4*pi;k= —N: N; w=k*W/N; 
fl = stepfun(t, —0.5)— stepfun(t, 0.5); % £1(t) 
F=Txflxexp(— jx*t'*w); 名 f1(t) 的 伟 里 叶 变 换 
F1 =abs(F); Pl = angle(F); subplot(3, 1, 1); plot(t, £1); 

axis([—3, 3, —0.1, 1.2]); ylabel('f(t)'); xlabel( 't'); 

title( 'f(t)'); grid; 

subplot(3, 1, 2); plot(w, F1); axis([ 一 3x*pi 3*pi, -0.01, 1.1]); 
grid; ylabel( ' 振 幅 '); 

subplot(3, 1, 3); plot(w, Pl * 180/pi); grid; 

axis([ 一 3xpi 3*pi, —180, 180]); 

xlabel( 'w'); ylabel( ' 相 位 ( 度 )'); 


第 3 章 ” 傅 里 叶 级 数 与 傅 


fz(1) 二 el(1 十 2) 一 e(1 一 2) 傅 里 叶 变 换 的 MATLAB 程序 为 : 


clear; 

T=0.02; t= —10: T: 10; N=200; W=4x*pi;k= 一 N: N; w=k*W/N; 

fl = stepfun(t, — 2)— stepfun(t, 2); Sf2(t) 
F=Txflxexp(— jxt'xw); s# f2(t) 的 傅 里 叶 变换 


Fl =abs(F); Pl = angle(F); 

subplot(3, 1, 1); plot(t, f1); 

axis([—3, 3, —0.1, 1.2])s Ylabel( EM 七) 
xlabel( 't'); title( 'f(t)'); grid; 

subplot(3, 1, 2); plot(w, F1); 

axis([ 一 3xpi 3*pi, —0.01, 4.1]); 

grid; ylabel( ' 振 幅 '); 

subplot(3, 1, 3); plot(w, Pl * 180/pi); grid; 
axis([-3xpi 3x*pi, -180, 180]); 

xlabel( 'w'); ylabel( ' 相 位 ( 度 ) '); 


波形 如 图 3-32 所 示 。 


f0 


w 
(a) fi(D 传 里 叶 变 换 MATLAB 程 序 运行 结果 


AnD 


(b) A(D) 传 里 叶 变 换 MATLAB 程 序 运 行 结果 


图 3-32 例 3-15 门 函数 压缩 的 频谱 
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5. 时 域 微分 性 质 
车 f(1) > FGjw), 则 
dD jwF Go) 


证 明 : 由 传 里 叶 变 换 的 定义 式 得 /CO) = 元 | ”FGo)erdw, 则 


J: | 本 
Fi 二 昌 | ”FGiwyer do( 交 换 微分 、 积 分 次 序 ) 


| Fo (Be ju | jr Goer do 
所 以 ,与 传 里 叶 变 换 的 定义 式 比较 ,可 知 
MD jwF Go) 
同 理 ,性 质 可 推广 到 高 阶 导数 的 傅 里 叶 变 换 : 
ED (jw)"F Cw) 
式 中 , jw 是 微分 因子 。 
6. 时 域 积分 性 质 
车 /02) 中 FGjw), 则 


3 一 | GDdrydo = xP + EF Go) 
特别 , 当 F(0) 一 0 时 


y0 =| /Wdreydio) = EF Ge) 
一 co [0 


证 明 : 
fF[y(1)]= [5 (| reodrjeru 
= [5 [ved 一 Ddr]ed 
=| /9 [| so-oerd]e 
z= 


= 性 Cr) 夏 eCDewdr]e dr 
三 [ve [acw+ Je 
=[ x/ (Demdrt | Go) ar 
一 Ga 一 co ww 

三 no)| a 

oo jw 
= (0)dto) | LEPC) 

jw 


显然 , 若 F(0) 二 0, 有 f(Ddre ER io) 
= 一 ww 


(3-33) 


(3-34) 


(3-35) 


(3-36) 
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从 时 域 上 看 ,如 果 y(7) 在 无 限 区 间 内 可 积 , 即 | yCDdi 二 =- ,说 明 无 直流 分 量 , 则 


F(0) = 0。 
利用 积分 特性 可 以 简化 由 折线 组 成 的 信号 频谱 的 求解 。 
【 例 3-16】 求 如 图 3-33(a) 所 示 /(1) 的 频谱 函数 F(jw)。 


BAO 
E 


解 : 
三 过 t 
| zl el) 141< 王 
f0)= 
0 Iil> 包 
2 
RD SP = a 
EC 志 
一 坚 0 到 上 到 一 工 


了 (WD 如 图 3-32(b) 所 示 。 
f(D = PCD 到 (+ 二 20+e 人 一生]| 
tT 2 2 

f(D) 如 图 3-32(c) 所 示 。 


F, (jw) GR 2] = 空 (zeos 符 2] 
r 2 
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本 例 中 , Fi(0) 二 F,(0) 二 0。 
所 以 ,最 后 可 得 : FC(jw) 


7. 频 域 微分 性 质 
车 f0) 喇 FOjw), 则 


1 .8E.,/wr Ez.sfwe 
F; (jw) 六 se( 蛙 ] 2 Sa ( 气 ) 


(jo) 


E00. ,jp0) (3-37) 
dw 
一 般 频 域 微分 特性 的 实用 形式 为 
j Eo) ,p00) (3-38) 
dw 
证 明 : 


旦 Go= df” RE = 人 (Ee™) 
i __flDe dt _fD i dt 


一 [ —jtf (ed 


所 以 
EO jn 0 或 j Ei ef 00) 
同 理 可 证 ,定理 可 推广 到 对 频谱 函数 求 高 阶 导数 , 即 
EH Cj)" (3-39) 


【 例 3-17】 求 /04)==te “se (4) 的 频谱 函数 FF(jw)。 
解 : 已 知 er“e(D* 一 一 , 则 有 
Q& 十 jw 
;a( 1 ) 、 一 j 1 
Jaolatjo) (latjo) (atjw) 


tle“e (tPF (jw) 


8. 对 称 ( 偶 ) 性 质 
车 /CD) * FGjw), 则 


F(D) > 2xf(—w) (3-40) 
或 

LES 

2r 
证 明 : 

< 

/1(D = 去 | Foerdw 

则 


f(=D = 去 全 Fljwe dw 
将 变量 :与 w 互 换 ,得 

2xf(—w) = 小 F(Dew dr 
所 以 有 
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2xf(—w) > FCD) 
特别 是 , 当 f(7) 为 1 的 偶 函 数 时 . 则 有 
F(1) > 2xf(—w) = 2xf(w) 

即 f(D) 去 FD 

【 例 3-18】 已 知 Fi (jw) 如 图 3-34 所 示 , 利 用 对 称 性 求 f1(1)。 
z( 一 站 二 高 
0 lw | 二 ww 

解 : 已 知 例 3-16 中 /(2) 的 波形 是 与 本 题 Fi Co) 相似 的 对 称 三 角 波 ,而 例 3-16 的 
f() 为 


Fi (jw) = 


E(1-2141) Ii 二 三 

a 3 2 
f(0) = 

T 

0 lil>35 


其 对 应 的 FGw= 友 se:( 空 )。 因而 ,本 题 Fi (jo) 对 应 的 户 (0) 为 (or->z，r/2-=w)， 即 


f(D) 去 F(O) = 去 Esa (多 :] 
【 例 3-19】 已 知 Fi (jwo) 王 ELe(o 十 oo) 一 es(o 一 wo)] ,利用 对 称 性 求 f1 (7)。 


解 : FF (jw) 波形 如 图 3-35 所 示 , 且 已 知 
f0) = 下 [e(t 十 rz) 一 s( 一 rz)] 二 Fw) = 2ErSa(wr) 


-oo 0O OO0 ww 


图 3-34 例 3-18 Fi(jw) 图 图 3-35 例 3-19 的 Fi(jw) 波 形 


因此 


Fi(jw) = E[e(o 十 oo) 一 s(o 一 oo)] 僵 广 () = 支 FC)， (oo 一 1 一 oo) 


珑 (六 三 去 2Eo Batol = Per sa (wn) 
【 例 3-20】 设 f(4) 二 Sa (1), 已 知 信 和 号 /(7) 的 傅 里 叶 变 换 为 F(jw) 二 xgs(w), 用 
MATLAB 求 f1(7) 二 xgs (4) 的 傅 里 叶 变 换 Fi (jw) ,并 验证 对 称 性 。 
解 : MATLAB 程序 为 : 


Clear all; 

synst 

T=0.01; j= sqrt( —1); 

t= -15;T:15; N= 500; 

f= sin(t)./t; %f(t) 
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f1=pix (Heaviside(t+1)— Heaviside(t—1)); 
W=5 x pi; 

k= —N:N;w= kx W/N; 

F=Tx sinc(t/pi) * exp( — j*t'xw); 
Fl=T#*fl*exp(— jx*t'x*w); 
subplot(2,2,1); plot(t, £); 

xlabel( 't'); ylabel( 'f(t)'); 
subplot(2,2,2); plot(w,F); 
axis([—-22 -14]); 

xlabel( 'w'); ylabel( 'F(w)'); 
subplot(2,2,3); plot(t, £1); 
axis([-22 -14]); 

xlabel( 't'); ylabel( 'f1(t)'); 
subplot(2,2,4); plot(w, F1); 

wis(l =2020 =3 7])8 

xlabel( 'w'); ylabel( 'F1(w)'); 


程序 运行 结果 如 图 3-36 所 示 。 


%f1(t) 


名 f(t) 的 傅 里 叶 变 换 


名 f1(t) 的 傅 里 叶 变 换 


%S grid; 


% grid; 


% grid; 


% grid; 


0 


ND 


-20 -10 0 10 20 
Ww 


图 3-36 Sa(b) 的 傅 里 叶 变换 以 及 对 称 性 的 验证 


【 例 3-21】 求 ew%' 的 傅 里 叶 变 换 。 
解 : 由 时 延 特 性 ,得 ”6(1 十 1 ) 中 eo 


利用 对 称 性 ,将 上 式 中 的 :变换 成 一 o,m 变换 成 wo ,并 乘 以 系数 2r, 得 到 相应 的 变换 对 
eice>2r0( 一 w 十 oo) = 2x6(w— wo) 
利用 这 一 结果 ,可 以 推导 出 正弦 周期 函数 .余弦 周期 函数 的 傅 里 叶 变 换 为 


三 工 (人 十 EeeriS 和 克 ) 直 BO 一 站 订 


2 


Sinont = 二 20 ey re | 


coswot、sinwot 的 时 域 波形 与 频谱 如 图 3-37 所 示 。 


9. 时 域 卷 积 定理 
若 万 (D 二 Fo), 户 (0 一 Fo(jw), 则 


六 CD x 户 (D Fi(jo)Fs(jw) 


(3-41) 
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f()=cosworh FOo) 


1 区 b 


EF 


0 


2 
f(D=sinoorh jFgo) 


图 3-37 ， 正 、 余 疙 信号 及 其 频谱 
证 明 : 
i) x Ro Ml A dr|ea (交换 积分 次 序 ) 


一 A 二 oerd| 


到 上 fi DF jw) ew dr 


一 | 六 neoera|eao 
= Fi(jw)F;, (jw) 


10. 频 域 卷 积 定理 
车 f/f1(0) 二 FGjw) ,f(t) Fo(jw), 则 


PAOYADE™ 去 Pdiw) x F, (jw) (3-42) 
nT 
证 明 : 
L(y y= | Do 
2r 2rJ-- 


-| | F, (WF,(w— wdu |ew dw 
ZA) -oo | 2xJ -oo 


+: F(w) ul Fi(w — wer dw |du 
2 -~ 2 -~ 


= 去 [ FQ) fs Cerdu = FCF) 


TA. 
【 例 3-22】 若 已 知 f() 的 频谱 FGw) 如 图 3-38 所 示 , 试 粗略 画 出 f1 (0) 二 ?00) ,fs(0)==f 
(7) 的 频谱 图 (不 必 精确 画 出 ,只 需 指出 频谱 的 范围 ,说 明 频 谱 展 宽 情 况 )。 
解 : 
fi1(0) = f° WEF jw) = FOw) * FOw) 
频谱 展 宽 为 原来 的 2 倍 。 


人 人 全 二 天 先 = 芝 于 MAILAB 光 六 汉 


Flw) 


-oo oO| Oo © 
图 3-38 例 3-22 的 频谱 函数 


fi = (DeFs(jo) = Fjw) * Fo) = FOw) * FGo) *F(jw) 
则 频谱 展 宽 为 原来 的 3 倍 ,结果 如 图 3-39 所 示 。 


Fi(@) 
—260 ol 2o0 © 
i 
ou ol 300 全 


图 3-39 例 3-22 中 户 (D , 户 (o 的 频谱 函数 
表 3-2 对 传 里 叶 变换 的 性 质 作 了 归纳 。 
表 3-2 傅 里 时 变换 的 性 质 


序 号 性 质 时 域 f(7) 频 域 F(jw) 
1 线性 性 质 afi(D) +bfa(t) aF (jw) +bF; (jw) 
2 时 延性 质 f(t—t) Fjw) ei 
3 频 移 性 质 f(D er’ F[j(w—w)] 
4 尺度 变换 性 质 flat) a#0 mr a 
5 时 域 微分 性 质 2 Go)"F Cw) 
6 时 域 积分 性 质 [rar aF(O) Go) + FE de) 
7 频 域 微分 性 质 CjD"f 二 
8 对 称 ( 偶 ) 性 质 Ft) 2xF(—w) 
9 时 域 卷 积 定理 f(D) * 户 (CD Fi (jwo)F (jw) 
10 频 域 卷 积 定 理 广 (D 户 CD 去 Fi Ge) * Fa Ge) 
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3.3.5 周期 信号 的 传 里 叶 变换 


1. 傅 里 时 系数 Ff, 与 频谱 函数 (jw) 的 关系 
车 /CD) 是 从 一 T/2 一 T/2 截取 周期 信号 fr (7) 一 个 周期 得 到 的 , 则 


T/2 
FCjw) =| f(D adr (3-43) 
-Ts 
而 对 应 的 周期 信号 广 (z) 傅 里 叶 级 数 的 系数 计算 公式 为 
T) 
F, = i fr (emor dL (3-44) 


比较 式 (3-43) 和 式 (3-44) ,可 见 除了 差 一 个 系数 1/T 及 指数 项 nwo 与 w 不同 之 外 ,其 
余 均 相同 , 即 有 


= 工 Fdi 
F, = FF Go) |.-w， (3-45) 


式 (3-45) 说 明 周 期 信号 傅 里 叶 级 数 的 系数 F, 等 于 其 一 个 周期 的 傅 里 叶 变换 F(jw) 在 
nwo 频率 点 的 值 乘 以 1/T, 我 们 可 以 利用 这 个 关系 , 即 用 式 (3-45) 来 求 周 期 信号 的 傅 里 叶 级 
数 系数 。 
【 例 3-23】 求 如 图 3-40(a) 所 示 周 期 矩形 脉冲 六 (0 的 傅 里 叶 级 数 。 
万 (D) f() 


E 


Hal 


ol 


dln 
ts 


(a 


图 3-40 《〈a) 周 期 矩形 脉冲 广 (D; (b) 矩 形 脉冲 fC7) 
解 : 截取 广 (0) 从 一 却 一 到 的 一 段 , 正 是 矩形 脉冲 信号 /2) ,如 图 3-40(b) 所 示 , 则 有 


-rh 


对 应 的 伟 里 叶 变 换 为 FGw=Ersa [和 鹤 ] 


2 
由 式 (3-45) 得 F, 一 上 F (jw) | 一 人 Sa "er 
,一 示 es = 2 


最 终 得 广 (0) 的 傅 里 叶 级 数 为 
CD) = 对 se (和 je 


2. 由 傅 里 叶 系 数 F, 求 周期 函数 /1(7) 的 频谱 函数 
由 em 的 傅 里 叶 变换 ,可 以 推导 出 任意 周期 函数 广 (2) 的 频谱 函数 为 


广 (D) = >》 Foe2r > Fo(o 一 noo) (3-46) 
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证 明 : 
AfrDI HD Fo]= PF, Ao]= 25) Fd — nwo) 


本 


【 例 3-24】 求 周 期 单位 冲 激 序列 67 (2) 一 3 6(z 一 nT) 的 傅 里 叶 变换 。 


解 : 先 将 周期 单位 冲 激 序 列 展开 成 伟 里 叶 级 数 900) 二 》) Fe 


1 


其 中 2x/T,F, 3 6r(Dew di | dd 
: oo 一 2x/T,P, = | ,dr De 三 二)_wy 三 寺 
F, 如 图 3-41(a) 所 示 。 即 


67(D) 二 证 2 


eb 


再 根据 式 (3-46), 求 这 个 级 数 的 傅 里 叶 变 换 
pd pe nwo) sw nwo) 


67(1) 的 频谱 函数 如 图 3-41(b) 所 示 。 


F 
. 
TTITIT 
9 -oo Of wo 2w0 ju 三 
FUow) 
(oo) ne 
i i i i 
-wo O Wo 2w0 3wo wo 


图 3-41 6r(zD) 波 形 及 其 频谱 函数 
本 例 说 明 ,周期 冲 激 序列 的 傅 里 叶 变换 仍 为 周期 冲 激 序列 ,其 冲 激 强度 为 wo 。 
由 上 例 可 归纳 出 求 周期 信号 傅 里 叶 变 换 ( 频 谱 函 数 ) 的 一 般 步 骤 为 : 


(1) 将 周期 函数 展开 为 全 里 叶 级 数 ; 
(2) 对 该 傅 里 叶 级 数 求 傅 里 叶 变换 (频谱 函数 ) ,或 按 式 (3-46) 求 傅 里 叶 变换 。 


3. 频谱 函数 的 奇偶 性 和 虚实 性 
jz) 为 实 函 数 时 ,F(Gjo) 的 模 与 幅 角 、 实 部 与 虚 部 的 表示 形式 为 


F(jw)= [ f(DWe di = 上 ooeosord —i| fl) sinwt dt 
= R(w) +jX(w) =| FOGw) | ew 
其 中 
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Rta)'= 三 FD oom = Re-=0d 


X(w) -一 | Faltapa =— KC) 


(3-47) 
| FGjw) |= VR’(w) + Xi (w) 
p(w) = arctan 庆生 =— 9(—w) 
在 一 般 情况 下 , 若 /(7) 为 实 函 数 , 则 由 式 (3-47) 可 知 ,R(w)、|F(jw) | 是 w 的 偶 函 数 ; 
X(o) .p(w) 是 ww 的 奇 函数 。 
特别 是 , 当 /(7) 为 实 偶 函 数 时 ,有 
X(w) = 一 | rosineord 一 0 
(3-48) 
F(jw) = R(w) = | feoswrd 
由 式 (3-48) 可 知 , 若 /(4) 是 1 的 实 偶 函数 , 则 FGjw) 必 为 w 的 实 偶 函数 。 
车 /(1) 为 实 奇 函数 ,有 
R(w) = | roeosword =0 
(3-49) 


FU) = jC) =—i| /sinord 
由 式 (3-49) 可 知 , 若 /() 是 1 的 实 奇 函数 , 则 FGjw) 必 为 w 的 虚 奇 函数 。 
利用 这 一 特性 ,可 判断 所 求 的 傅 里 叶 变 换 对 是 否 正确 。 
例如 sgn(2) 是 实 奇 函 数 ,其 傅 里 叶 变换 2/jw 为 虚 奇 函数 ; 而 g.(1) 是 实 偶 函 数 ,其 傅 里 
叶 变 换 rSa (wr/2) 为 实 偶 函数 ; s(1) 是 非 奇 . 非 偶 函数 ,其 傅 里 叶 变 换 x6(w) 十 1/jw 既 不 是 
奇 或 偶 函 数 ,也 不 是 实 或 虚 函 数 。 


3.4 LTI 连续 系统 的 频 域 分 析 


3.4.1 系统 的 频率 响应 函数 


设 系 统 的 激励 是 /(7) ,系统 的 单位 冲 激 响应 为 (1) ,车 系统 的 初始 状态 为 零 , 则 系统 的 
响应 为 


yD = yt) = CO xD) (3-50) 
对 式 (3-50) 两 边 取 傅 里 叶 变 换 , 由 卷 积 定理 可 得 
Y(jw) = FOGw) H(iw) (3-51) 


其 中 , 及 (jw) 是 系统 单位 冲 激 响应 (7) 的 伟 里 叶 变 换 。 

系统 单位 冲 激 响 应 (7) 表 征 的 是 系统 的 时 域 特性 ,而 玉 (jw) 表 征 的 是 系统 频 域 特性 ， 
所 以 称 五 (jo) 为 系统 频率 响应 函数 ,简称 频 响 函数 或 系统 函数 。 

式 (3-51) 还 可 以 表示 为 
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ey 
Fl(jw) 


式 中 ,| 五 Gjo)| 是 系统 的 幅 频 特性 ,p(w) 是 系统 的 相 频 特性 。 式 (3-52) 表 明 , 吾 (jw) 除 了 可 
由 系统 单位 冲 激 响应 (2) 求 取 , 还 可 以 由 系统 输出 ( 零 状 态 ) 的 傅 里 叶 变 换 与 输入 傅 里 叶 变 
换 来 求 取 。 在 实际 应 用 中 ,稳定 系统 的 频率 响应 函数 才 有 意义 。 


3.4.2 系统 函数 H(jw) 的 求 取 


由 系统 不 同 的 表示 形式 ,可 以 用 不 同 的 方法 来 得 到 系统 卫 数 。 
1. 由 微分 方程 求 系统 函数 
已 知 n 阶 LTI 系统 的 微分 方程 的 一 般 表示 为 

d"y(1) dy(C) ， 


H(ijw) = 一 | H(ijw) | er® (3-52) 


和 


de 4 er se 十 榴 Haoy(t) 
(3-53) 
pt + 本 df pe 
对 式 (3-53) 两 边 取 傅 里 叶 变 换 , 得 到 
[Go)" 十 ao) 呈 十 … 十 ao) 十 ao]Y(ow) 
一 [bu(jo)” + bn Co)" 十 十 bi (jw) + boJF(jw) 
从 而 可 得 到 系统 的 频 响 函数 为 
- YOw) _ ba (jo)” 十 如- Cjw)"™! 二 bi(jw) bo _ 
HOo) 一 二 OF 人 
式 (3-54) 表 明 五 (jo) 只 与 系统 本 身 有 关 ,与 激励 无 关 。 
【 例 3-25】 已 知 某 系 统 的 微分 方程 为 号 人 十 3 (全 十 2y(0) 一 电 人 十 37(0), 求 系 


统 函 数 有 H(jw) 。 
解 : 对 微分 方程 两 边 同时 取 傅 里 叶 变 换 ,得 到 
[Go) 十 3(jo) 十 2]Y(Go) = [Go) 十 3]FGow) 


_YOw) (jw) 十 3 
; 
因此 系统 函数 为 HOjw) F(jw) (jwo) 十 3(jw) 十 2 


2. 由 转移 算 子 求 系统 函数 
已 知 稳 定 系统 的 转移 算 子 ,将 其 中 的 p 用 jw 替代 ,可 以 得 到 系统 函数 。 
HGjw) = H(p) 1， (3-55) 


【 例 3-26】 已 知 某 稳定 系统 的 转移 算 子 H(p) 二 pr , 求 系统 函数 。 
解 : 将 系统 的 转移 算 子 中 的 p 用 jw 替代 ,得 到 系统 函数 


. 3p 3jw 
te 二 于 有 于 这 


3. 由 系统 的 冲 激 响 应 h( 站 求 系统 函数 
先 求 出 系统 的 冲 激 响应 h(7) ,然后 对 冲 激 响 应 (7) 求 侍 里 叶 变 换 得 到 系统 函数 。 
【 例 3-27】 已 知 系统 的 单位 冲 激 响应 ACz) 二 5[e(1) 一 e(1 一 2)], 求 系统 函数 。 
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解 : 


pe 
H(ijw) = 5 [ro + (rac + 直 ) 上 | 三 
【 例 3-28】 求 图 3-42 零 阶 保持 电路 的 系统 函数 H(jw)。 


70 | Hh -xndr sy 
=| 延 时 7 


图 3-42 例 3-28 的 零 阶 保持 电路 


解 : (方法 一 ) 先 求 系统 的 单位 响应 h(1) , 当 零 阶 保持 电路 的 f(1) 二 6(1) 时 , 则 有 
X(t) 一 SG) 一 6G 一 了 T) 


则 yD) 三 天 9 三 于 [se(o) 三 癌 G 三 印记 
对 上 式 求 傅 里 叶 变换 ,得 
HGjw) = FAA)] Fe été 7 去 9 eT) sa ] 


(方法 二 ) 利用 系统 各 部 分 的 傅 里 叶 变 换 , 第 一 部 分 是 加 法 器 ,输出 为 
X(jw) = F(jw) (1—e™) 
第 二 部 分 是 积分 器 ,由 上 式 X(j0) 王 0. 输 出 Y(jo) 为 


= XY io) = 


wT joT 
YOw) 1 joT (等 ) _ 洒 
五 (jw) FG) jr e”)=Sa pl 


得 到 方法 一 相同 的 结果 。 
及 (0) 与 | 有 HGjw)| 如 图 3-43 所 示 。 


IHio) 
1 


h(n) 
| 


sy 


ol 了 / 4x 2x ol 2H 4 
7 7 


图 3-43 例 3-28 系统 的 h(#) 与 H(jw) 
4. 由 频 域 电路 求 系统 函数 


该 方法 与 时 域 分 析 时 的 算 子 法 相似 ,利用 频 域 电路 简化 运算 。 
无 初始 储 能 的 动态 元 件 时 域 与 频 域 电压 电流 关系 分 别 为 


v(t)=L Pir DV je) = joL » I (jw) 


ve(t) = | Lic deeVedio) 三 过 cdw) 
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【 例 3-29】 如 图 3-44(a) 所 示 电 路 ,输入 是 激励 电压 f(7) ,输出 是 电容 电压 y(7) , 求 系 


统 函 数 H(jw)。 
R 让 R joL 
Yn rm 
+ + 
十 十 i 
0 C= yD FUw) — Yo) 

中 1 吊 No) ji25 

(a) (b) 


图 3-44 例 3-29 电 路 


解 : 频 域 电路 如 图 3-44(b) 所 示 ,可 列 出 方程 


se 
hn a 


yd = 
jwC 
将 ICGjw) 代 入 式 Y(jw) ,得 
1/jwC 
dn 


从 而 得 到 系统 函数 
Y(jw) 1/iwC 
Fljw)  R+joL +1/jwC 


1 1 
(jo)2LC 十 juRC 十 1 ZOw) 


其 中 ,Z(jo)=(jo)2LC+joRC 十 1 为 系统 的 阻抗 函数 。 
3.4.3 系统 的 频 域 分 析 
由 卷 积 定理 我 们 可 以 得 到 频 域 分 析 法 的 基本 方法 ,如 图 3-45 所 示 。 


H(iw) 


f0D 


PA(D)=f(D#h(t) 


0 YO®)=F0Oo)HO 
Hljw) (0o)= 上 wo)Ajo) 


3-45 ” 频 域 分 析 法 基本 框图 


即 用 频 域 分 析 法 求 系统 零 状态 响应 的 步骤 如 下 : 
(1) 求 输入 信号 F(z) 的 傅 里 叶 变换 F(jw); 
(2) 求 系统 函数 H(iw); 
(3) 求 零 状态 响应 y., (1) 的 傅 里 叶 变 换 ,得 
YCjw) = FOw) HOw); 
(4) 求 Y., (jw) 的 健 里 叶 反 变换 ,得 y., (1)。 
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1. 系统 对 周期 正弦 信号 的 响应 
设 系统 的 激励 信号 为 : /(7) 二 sinwoz, 其 传 里 叶 变 换 为 FGjw) 二 jx[6(w 十 wo) 一 6(w 一 wo)] 当 
系统 的 冲 激 响 应 (2) 为 实 函 数 时 , 则 
H(jw) = | HOjw) | er 
H(—jw) = | HOw) | ew 
则 系统 响应 的 象 函数 为 
YOw)= FOw)H(Ow) 
= jx HOw)[6(w++w) — 6(w— wo)] 
jx[H(— jw )6(wt+ ww) — HOwo)6(w— wo)] 
即 系统 对 周期 正弦 信号 的 响应 为 


大 让 三 产业 wo 下 三 了 | Y(jo)emdw 


二 十 | Hw) | [et er 一 ekmoeim:] 


= | 有 (jos)| [ett — erimortkm7) ] 
= |H(Gwo) | sin[owoz 十 %Cwo)] 
【 例 3-30】 已 知 某 LTI 系 统 的 系统 函数 为 H(jw) 二 


的 响应 。 
解 : 


5 系统 求 对 激 大 fd = 


所 以 ,系统 对 激励 信号 的 响应 为 
y(t)=| 五 (jwo) | sin[wot 十 P(wo)] 
| 
Va + 

由 例 3-30 可 见 ,正弦 周 期 信号 的 响应 仍 是 同 频 周期 正弦 信号, 仅 幅度 、 相 位 有 所 改变 。 
这 种 响应 是 稳 态 响应 ,可 以 利用 正弦 稳 态 分 析 法 来 进行 计算 。 

若 正弦 激励 信号 fCz) 二 Asin(wot 十 g) ,通过 系统 函数 为 | 瓦 (jw) | er'” 的 系统 后 ,其 响应 
可 以 直接 表示 为 


五 (jwo) = 


sin{w arctan 人 】 
a 


yD) = A|H(Gw) | sinLeott p(n) +9] (3-56) 
2. 系统 对 非 正弦 周期 信号 的 响应 
将 非 正弦 周期 信号 展开 为 传 里 叶 级 数 , 取 傅 里 叶 变换 后 ,处 理 方法 与 正弦 周期 信号 的 响 
应 求解 方法 相同 , 即 
fr(2) = 阿 Fe Fr(jw) = 2 » F,6(w— nwo) 


和 co ma 一 一 co 


Yr(jo) = FrGw) HG%) = 2r[ 3 Fd(w— nwo) | HG%) 


n=—o0 


本 二 人 


一 | >) FH Gnwo)d(w— no) | 


n=—o0 


jt) = FY = | YrGwer do = DIFHOnw de (3-57) 


综 上 所 述 ,求解 非 正弦 周期 信号 通过 线性 系统 响应 的 计算 步骤 为 : 
(1) 将 激励 广 (0) 分 解 为 无 穷 多 个 正弦 分 量 之 和 ,即将 激励 信号 展开 为 傅 里 叶 级 数 ; 
(2) 求 出 系统 函数 HGjw) 二 {HG(0),HGw),HG2w0),…); 
(3) 利用 正弦 稳 态 分 析 法 计算 第 次 谐 波 的 响应 为 
ya (0) = F,H Gjnwo) ereor 

(4) 将 各 谐 波 分 量 的 响应 值 相 加 ,得 到 非 正 弦 周 期 信号 通过 线性 系统 的 响应 

yT(Ct) 一 yo(t) 十 yi 十 ye() 十 … 十 ye(Ct) 十 … 

= DF,H (jnoo) ee 


在 实际 处 理 时 ,可 以 根据 (2) 的 收敛 情况 .系统 的 带宽 等 因素 ,从 第 (2) 步 就 只 取 有 限 项 。 
【 例 3-31】 若 系 统 频率 特性 HG == 吉 生 * 流 励 信号 f(4) =cost 十 cos31, 试 求 系统 的 
响应 y(z) 。 


解 : 
; = 
五 (jw) |。-， = 
1 过 一 _ 1 -ie 
H(jw) | = B41 i 
所 以 ,系统 的 响应 为 


1 o 1 
y(1) cos(t 一 45°) 十 
V2 V10 


3. 系统 对 非 周期 信号 的 响应 
非 周期 信号 通过 线性 系统 的 响应 可 以 利用 卷 积 定理 : 先 求 输入 信号 的 傅 里 叶 变换 及 系 
统 的 频 响 ,再 将 两 者 相 乘 得 到 输出 的 傅 氏 变换 ,最 后 经 傅 里 叶 反 变换 得 到 时 域 响应 。 


cos(3t—71.6°) 


入 本 hs jw 十 3 AR， 二 了 向 记 
【 例 3-32】 已 知 系统 函数 HGjw) oT Goa "激励 了 (0 ee (7) , 求 响应 (1) 。 
解 : 激励 信号 的 傅 里 叶 变 换 为 
f(D) = Eve) Fjw) = 
响应 的 频谱 函数 为 


YOw)= FOw)H(Ow) 


1 1 1 
(o 十 1)(Go 十 2) jwo 十 1 jw 十 2 


因此 ,系统 的 零 状 态 响应 为 
y(D = 六 ![Y(jio)] = (er 一 er2)e(D) 
由 例 3-32 我 们 看 到 利用 频 域 分 析 法 可 以 求解 系统 的 零 状态 响应 。 频 域 分 析 法 的 优点 
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是 时 域 的 卷 积 运算 变 为 频 域 的 乘法 运算 ,代价 是 要 求 正 ` 反 两 次 傅 里 叶 变 换 。 另 外 ,与 周期 
信号 的 稳 态 响应 不 同 ,这 里 一 般 求 的 是 由 非 周 期 信号 产生 的 响应 ,所 以 必 有 了 瞬 态 响应 。 


3.4.4 无 失真 传输 


在 信号 传输 过 程 中 ,为 了 不 丢失 信息 ,系统 应 该 不 失真 地 传输 信和 号 。 
所 谓 失 真 , 是 信号 通过 系统 时 ,其 输出 波形 发 生 了 畸变 ,与 原 输 入 信号 波形 不 一 样 。 而 
如 果 信 号 通过 系统 时 ,只 引起 时 间 延 迟 及 幅度 增 减 ,而 形状 不 变 , 则 称 不 失真 。 能 够 不 失真 
传输 信号 的 系统 称 为 无 失真 传输 系统 ,人 们 也 称 无 失真 传输 系统 为 理想 传输 系统 。 无 失真 
传输 系统 的 输出 波形 与 输入 相 比 ,只 有 幅度 大 小 及 时 延 的 不 同 而 形状 不 变 , 如 图 3-46 所 示 。 
若 系 统 发 生 失 真 ,通常 有 两 种 : 线性 失真 和 非 线性 失真 。 
线性 失真 为 信号 通过 线性 系统 所 产生 的 失真 ， /0— [RRR 0 
如 图 3-47 所 示 , 它 包括 两 个 方面 : 一 是 振幅 失真 , 系 a a 一 
统 对 信号 中 各 频率 分 量 的 幅度 产生 不 同 程度 的 衰减 


(或 放大 ) ,使 各 频率 分 量 之 间 的 相对 幅度 关系 发 生 | 
了 变化 二 是 相位 失真 ,系统 对 信号 中 各 频率 分 量 产 二 7 可 一 小 
生 的 相 移 与 频率 不 成 正比 ,使 各 频率 分 量 在 时 间 轴 。 ” 图 546 无 欠 丰 传输 衣 统 
上 的 相对 位 置 发 生 了 变化 。 这 两 种 失真 都 不 会 使 信 
号 产生 新 的 频率 分 量 。 因 此 线性 失真 的 特点 是 在 响应 y>(2) 中 不 会 产生 新 频率 ,也 即 组 成 响 
应 y() 的 各 频率 分 量 在 激励 信号 ft) 中 都 含有 ,只 不 过 各 频率 分 量 的 幅度 .相位 不 同 而 已 。 

7 /0 

E 上 -= 了 E 

/0( ) Cu) 
O to 1 O to 1 


图 3-47 线性 失真 传输 


男 一 类 是 非 线性 失真 ,如 图 3-48 所 示 ,这 类 失真 是 由 信号 通过 非 线性 系统 产生 的 ,特点 
是 信号 通过 系统 后 产生 了 新 的 频率 分 量 。 


/0 二 wD) 
1 pa 可 1 
/0 ) wD) 
0 上 下 O t 


图 3-48 非 线性 失真 传输 


工程 设计 中 针对 不 同 的 实际 应 用 ,对 系统 有 不 同 的 要 求 。 对 传输 系统 一 般 要 求 不 失真 ， 
但 在 对 信号 进行 处 理 时 失真 往往 是 必要 的 。 在 通信 、 电 子 技术 中 失真 的 应 用 也 十 分 广泛 ,如 
各 类 调制 技术 就 是 利用 非 线 性 系统 ,产生 所 需要 的 频率 分 量 ; 而 滤波 则 是 提取 所 需要 的 频 
率 分 量 ,衰减 其 余部 分 。 

本 节 从 时 域 . 频 域 两 个 方面 来 讨论 线性 系统 所 引起 的 失真 , 即 振幅 、 相 位 失真 的 情况 。 

设 激励 信号 为 F(z) ,响应 为 y(7) , 则 系统 无 失真 时 ,输出 信号 应 为 


为 


1 他 5 全 TMArlAem7 


y(1) = kf (tt) (3=58) 
其 中 ,是 系统 的 增益 ,to 是 延迟 时 间 ,k 与 io 均 为 常数 。 
由 式 (3-58) 得 到 理想 传输 系统 的 时 域 不 失真 条 件 : 一 是 幅度 乘 以 & 倍 ,二 是 波形 滞后 
to。 对 线性 时 不 变 系统 来 说 ,因为 y(1) 二 (4) xh(7), 则 式 (3-58) 可 表示 为 


y(1) = f0) x* RO —10) (3-59) 
所 以 无 失真 传输 系统 的 单位 冲 激 响应 为 
h(1) = kd —10) (3-60) 
对 式 (3-60) 两 边 取 傅 里 叶 变 换 , 可 得 
Kh] = HOw) = ke 一 | 百 (jo) | eir® (3-61) 


对 应 的 幅 频 及 相 频 特性 如 图 3-49 所 示 。 


IHGo) 9(O) 


0 中 


0 加 Si 


图 3-49 无 失真 传输 系统 的 幅 频 及 相 频 特性 


式 (3-61) 是 理想 传输 系统 的 频 域 不 失真 条 件 。 它 要 求 系 统 具 有 无 限 宽 的 均匀 带宽 , 幅 
频 特性 在 全 频 域 内 为 常数 ; 相 移 与 频率 成 正比 , 即 相 频 特性 是 通过 原点 的 直线 。 
图 3-50 是 无 失真 传输 与 有 相位 失真 波形 的 比较 。 
Dh 


图 3-50 无 失真 传输 与 有 相位 失真 的 波形 


由 图 3-50 可 见 , 信 号 通过 无 失真 传输 系统 的 延 时 时 间 i。 是 相位 特性 的 斜率 。 实 际 应 
用 中 相 频 特性 也 常用 “ 群 时 延 " 表 示 , 群 时 延 定义 为 


r=— 9 (3-62) 
[Oa 


由 式 (3-61) 与 式 (3-62) 不 难 推 得 信和 号 传输 不 产生 相位 失真 的 条 件 是 群 时 延 为 常数 。 
【 例 3-33】 已 知 某 系统 的 振幅 、 相 位 特性 如 图 3-51 所 示 ,输入 为 z(2) ,输出 为 y(7)。 求 : 
(1) 给 定 输入 zx1(1) 二 2cos10xt 十 sin12xt 及 zx2(1) 二 2cos10xt 十 sin26xt 时 的 输出 yi (1) 、 
y2 (1); 
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(2) yw (oO 、yz(t) 有 无 失真 ? 车 有 ,指出 为 何 种 失真 。 


IHGOo)| 


-40r -20x Ol 20x 40x 了 
图 3-51 例 3-33 传输 系统 的 幅 频 及 相 频 特性 
解 : 由 图 3-51 可 知 该 系统 的 振幅 、 相 位 函数 为 


2 |w|=20rx 
| HGw) |= 11 20x <|w|= 40r 
0 其 他 
三 地 w > 30x 
二 = 
p(w) = 50 |w |= 30x 


工 
2 由 < 二 一 30r 


由 振幅 、 相 位 函数 可 知 : 

。 信和 号 频率 在 |w| 三 20x 范围 内 ,系统 增益 为 k 二 2; 

。 信号 频率 在 20x 三 lw| 三 40x 范围 内 ,系统 增益 人 一 1; 
频率 |w| 二 40r, 系 统 增 益 人 一 0; 
号 频率 |w| 硅 30, 系统 相 移 与 频率 成 正比 ,其 时 延 1 二 1/60; 
频率 w 二 一 30r, 系 统 相 移 与 频率 不 成 正比 ,为 x/2; 

。 信号 频率 w>30x, 系 统 相 移 与 频率 不 成 正比 ,为 一 x/2。 

由 无 失真 传输 条 件 , 可 得 输入 信号 在 lw| 三 20x 或 20x 三 lw| 三 307 范围 内 ,输出 信号 无 
失真 。 利用 频 域 分 析 方 法 可 得 激励 为 zi (1)、xz2(?) 时 的 响应 为 

y(t)= 2[2cosl0r(t 一 加 ) + sinl2x(t —1)] 


a | 2c0s( 10rt — et sin( 12nt E ra] 


4cos( 10 一 皇上 + 2sin( 12 一 | 
输入 信号 |w| 三 20x, 输 出 信号 wm (4) 无 失真 。 
党 (区 二 teos (10nt 一 各 钱 sin( 26n 一 


输入 信号 |w| 三 30x, 输 出 信号 w (4) 有 幅度 失真 。 

从 这 个 例题 我 们 看 到 ,在 实际 应 用 时 ,虽然 系统 不 满足 全 频 域 无 失真 传输 要 求 , 但 在 一 
定 的 条 件 及 范围 内 可 以 为 无 失真 传输 。 这 表明 系统 可 以 具有 分 段 无 失真 或 线性 性 质 , 这 种 
性 质 在 工程 中 经 常用 到 。 


13x 


车 此 kr(t—to) 


MATLAB 的 方法 
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习题 


3-1 证 明 如 图 3-52 所 示 和 矩形 函数 f(7) 与 {cosnt|n 为 整数 } 在 区 间 (0,2x) 上 正 交 。 


图 3-52 题 3-1 图 
3-2 试 求 如 图 3-53 所 示 信 号 的 三 角形 传 里 叶 级 数 展开 式 ,并 画 出 频谱 图 。 
A EA) 
4 4 
上 a 7 i | 7 
(a) (b) 
图 3-53 题 3-2 图 
3-3” 试 求 如 图 3-54 所 示 周 期 信号 的 指数 型 傅 里 叶 级 数 系数 F, ,并 面 出 其 幅度 谱 。 


AD 


AD 


正弦 函数 


O 


bs 


图 3-54 题 3-3 图 


3-4 求 如 图 3-55 所 示 信 号 的 傅 里 叶 变 换 。 
JO 


图 3-55 题 3-4 图 
3-5 求 如 图 3-56 所 示 饮 齿 脉 冲 与 单 周正 弦 脉 冲 的 傅 里 叶 变 换 。 
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0 J(D f(D) 
A A 
2 
1 ol T 1 [9 oT 1 
py 
(b) (© (d) 
题 3-56 题 3-5 图 


3-6 试用 /Fo) 的 傅 里 叶 变换 FGjw) 表 示 如 下 函数 的 傅 里 叶 变换 ， 


CD fC2D; (2) 2D; (3) (一 2)F 一 20; CD 712， (5) (1 一 DG 一 D)。 


3-7 利用 傅 里 叶 变 换 证 明 如 下 等 式 : 


i 1 z>0 

GD) 工 | Sng 一 ; 

Ti —1 1<0 
co sinawg, — TE 。 
-~ lal 


3-8 据 傅 里 叶 变换 的 定义 及 性 质 , 利 用 三 种 以 上 的 方法 计算 如 图 3-57 所 示 各 信号 的 
傅 里 叶 变 换 。 


ND 
1 


图 3-57 题 3-8 图 


3-9 求 如 图 3-58(a)、(b) 所 示 下 (jw) 的 傅 里 叶 反 变换 /(7)。 


Fo 外 Fio)h 
4 A 
一 
-Oo 0 [om 加 一 0O0 O Wo 四 
op(o)h op(o)h 


| 一 
O 加 一 Oo0 O 名 
一 0O10 
二 到 


(a) (b) 


3-58 题 3-9 图 
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3-10 已 知 Fz) x 了 (4)==(1 一 tz)e-'e (1), 求 信号 f(1)。 
3-11 试 求 如 图 3-59 所 示 各 周期 信号 的 频谱 函数 。 


AD FD 
正弦 函数 
全 和 全 
DT 7 7 
2 
(a) 


3-59 题 3-11 图 


3-12 已 知 一 线性 时 不 变 系统 的 方程 为 


里 y(Ci) dy(1) 
EF 


求 其 系统 函数 互 Gjo) 和 冲 激 响 应 h(7) 。 


3-13 已 知 F(z) 一 2cos9971 。 SD, (1) 一 2cos10004 。 So 忆 ,试用 传 里 叶 变 换 法 求 


(C) 


十 3y(D) = HL +270) 


[4 


fC0) # hh) 
3-14 已 知 f()==Sa(wt),s(1) 二 coswot, 且 ow,>w.。 求 如 图 3-60 所 示 系 统 的 输出 y(7)。 


H(ij®), 
4 
ND oe DOD) -et Of oot 回 
s(D) 一 (@+a@o)mo -OO-oo)m 
(a) (b) 
图 3-60 题 3-14 图 


3-15 已 知 系统 如 图 3-61 所 示 ,其 中 : Fi) 一 8cos100t。cos5004,s(1) 一 cos5001， 
理想 低 通 滤波 器 的 系统 函数 厅 (jw) 二 e(w 十 120) 一 e(w 一 120), 试 求 系统 响应 y(z) 。 
3-16” 试 证 明 如 图 3-62 所 示 电 路 在 RiL, 二 RsLi 条 件 下 为 一 无 失真 系统 。 


+ 十 
AD BR uD JoO(|) BR, £0 
s(1) 


图 3-61 题 3-15 3-62 题 3-16 图 


2 
3-17 ”如 图 3-63(a) 为 一 频谱 压缩 系统 ,已 知 周期 信号 /(2) 一 >) Fuera ,or (7) 一 


n=—2 


六 6( 一 mT,)( 式 中 ,w, = 2x/T, 二 Q/10.025, 有 HGjw) 如 图 3-63(b) 所 示 。 求 证 该 系统 的 输 


出 y(2) = f(az) ,并 确定 压缩 比 a 的 值 。 
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一» 


Dn Hliw) 
CD) 


(a) 


图 3-63 题 3-17 图 


3-18 ”试用 MATLAB 绘制 题 3-3 所 示 周 期 信号 的 幅度 谱 。 
3-19 试用 MATLAB 绘制 题 3-5 所 示 各 函数 的 时 域 波形 及 幅度 谱 。 


3-20 试用 MATLAB 绘制 题 3-12 


所 示 系 统 的 幅 频 响应 及 相 频 响应 。 
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CHAPTER 4 


以 傅 里 叶 变 换 为 基础 的 频 域 分 析 法 的 优点 在 于 给 出 的 结果 有 着 清楚 的 物理 意义 ,但 也 
人 有 些 信 号 是 不 满足 绝对 可 积 条 件 的 , 因 
而 这 类 信号 的 分 析 受 到 限制 。 另 外 ,在 求 时 域 响应 时 运用 傅 里 叶 反 变换 对 频率 进行 的 无 穷 
积分 求解 很 困难 。 

为 了 解决 不 符合 条 件 信号 的 分 析 , 第 3 章 中 引入 了 广义 函数 去 解释 傅 里 叶 变 换 , 同 时 ， 
还 可 利用 本 章 要 讨论 的 拉 普 拉 斯 变换 扩大 信号 变换 的 范围 。 

拉 普 拉 斯 分 析 法 的 优点 在 于 求解 比较 简单 ,特别 是 对 系统 的 微分 方程 进行 变换 时 ,初始 
条 件 被 自动 计 和 人, 因此 应 用 更 为 普遍 。 其 缺点 是 物理 概念 不 如 傅 里 叶 变换 那样 清楚 。 

本 章 首先 由 传 里 叶 变换 引出 拉 普 拉 斯 变换 ,然后 对 拉 普 拉 斯 正 变换 、 拉 普 拉 斯 反 变换 及 
拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 进行 讨论 。 接 着 介绍 连续 系统 的 拉 普 拉 斯 分 析 法 ,系统 函数 及 其 零 极 

念 ,并 根据 它们 的 分 布 研究 系统 特性 ,分 析 频 率 响应 ,以 及 根据 系统 函数 讨论 系统 的 稳 
定性 问题 。 最 后 介绍 连续 系统 的 模拟 。 

本 章 的 重点 是 以 拉 普 拉 斯 变换 为 工具 对 系统 进行 分 析 。 注 意 与 傅 里 叶 变换 的 对 比 , 便 
于 理解 与 记忆 。 


4.2 拉 普 拉 斯 变换 


4.2.1 从 传 里 叶 变换 到 拉 普 拉 斯 变换 


当 信 号 不 满足 绝对 可 积 条 件 时 ,其 傅 里 叶 变换 不 一 定 存在 。 为 了 扩大 传 里 叶 变 换 的 范 
围 ,可 将 信号 /(z) 乘 以 衰减 因子 e ” , 若 选择 适当 的 c, 使 f(1)e “满足 绝对 可 积 条 件 , 则 有 


Af(We"]= [Oe 三 [Oem (4-1) 


令 s 二 co 十 jw, 则 
ff(We"] =| fe dt (4-2) 
上 式 积分 把 时 间 域 的 信和 号 变换 成 ; 域 的 信号 ,因此 ,定义 


和 


PCs) = 六 f Wed (4-3) 


为 信号 /(4) 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 。 
因为 F(s) 是 f(z)e “的 傅 里 叶 变换 ,所 以 对 F(s) 求 传 里 叶 反 变换 可 得 到 


De = | Fe do (4-4) 
上 式 两 边 乘 以 e” ,得 到 
[i A 1 
f0)= | F(s)e dw 一 wl Fl(s)e™ds (4-5) 
27 -~ 27] 一 = 


其 中 ,ds 二 jdw。 该 式 称 为 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , 它 把 ; 域 的 信号 还 原 为 时 间 信 号 。 
通常 记 FG) 二 和 (0)],f(W)= 二 COLF(s)]。 拉 普 拉 斯 变换 对 也 可 表示 为 
f(DEF(s) (4-6) 
F(s) 称 为 /() 的 象 函数 ,f(4) 又 称 为 F(s) 的 原 函 数 。 


4.2.2 双边 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 
由 4.2.1 节 讨 论 可 知 , 若 信号 Fo) 乘 以 衰减 因子 e “ ,就 有 可 能 满足 绝对 可 积 条 件 , 即 
[5 1fW | ed< co (4-7) 
在 该 条 件 下 ,f/(4) 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 一 定 存在 。 

式 (4-7) 说 明 ,F(s) 是 否 存在 取决 于 能 和 否 选取 适当 的 c, 而 c 王 Re[Ls], 所 以 F(s) 的 存在 
取决 于 能 否 选 取 适 当 的 s。 在 s 复 平 面 上 ,使 A(z) 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 * 取 值 的 范围 
称 为 F(s) 的 收敛 域 。 

1. F(s) 的 极点 和 零点 

B(s) 


若 象 函数 为 有 理 函 数 , 即 F(s) = ,其 零点 是 使 F(s)==0 的 s 值 , 即 分 子 BGs)=0 的 


根 ; 极 点 是 使 FCs) 一 cc 的 * 值 , 即 分 母 A(s)=0 的 根 。 因 此 , 象 函数 FCs) 可 由 其 零 极 点 表示 
为 


《5 一 35 一 oo》 
《一 加) 一 力 :) (5 一 力 ) 
其 中 ,zi ，z，…，zw 是 FF(s) 的 零点 ,加 ，ps，…，p，, 是 F(s) 的 极点 ,K 是 常数 。 在 * 平面 
上 ,通常 用 头 表示 极点 ,用 〇 表示 零点 。 

2. 极点 和 收敛 域 

F(s) 的 收敛 域 是 由 使 FCz)e “绝对 收敛 的 a 值 组 成 , 它 具 有 以 下 两 个 性 质 : 

(1) 收敛 域内 不 包含 任何 极点 。 因 为 收敛 域 是 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 域 ,车 极点 在 收敛 
域内 , 则 F(s) 在 极点 处 为 无 穷 大 ,这 和 定义 域 相 矛盾 。 

(2) 收敛 域 的 边界 是 平行 于 jw 轴 的 直线 。 由 式 (4-7) 可 知 ,收敛 域 由 ; 的 实 部 e 决定 ， 
与 虚 部 jo 无 关 , 所 以 ,F(s) 的 收敛 域 的 边界 是 平行 于 jw 轴 的 直线 。 

3. 各 类 信号 双边 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 

1) 有 限 支撑 信号 

当 : 上 不 在 有 限时 段 记 和 受 : 上 委 总 内 时 ,Fi) 王 0。 其 双边 拉 氏 变换 的 收敛 域 是 整个 * 平面 ， 


F(s) 一 天 (4-8) 
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即 一 cc<c<coe。 

2) 无 限 支撑 信和 号 

f(D 定义 在 一 个 无 限 支撑 上 , 即 1 是 无 限 的 。 

一 个 有 限 支撑 或 无 限 支撑 信号 按 存 在 的 区 间 又 分 为 : 

(1) 因果 的 。 当 1<0 时 ,f(4) 二 0。 若 因果 信号 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 存在 , 则 其 收敛 域 
在 其 极点 右边 的 一 个 平面 。 

(2) 反 因 果 的 。 当 41>0 时 ,f(4) 二 0。 车 反 因果 信和 号 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 存在 , 则 其 收 
敛 域 在 其 极点 左边 的 一 个 平面 。 

(3) 非 因果 的 ,以 上 二 者 的 组 合 。 若 非 因果 信号 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 存在 , 则 其 收敛 域 
是 其 因果 部 分 的 收敛 域 和 其 反 因 果 部 分 的 收敛 域 的 交集 。 

【 例 4-1〗 求 有 限 支撑 信号 户 (O)=e [se(o) 一 se( 一 zc)], 因 果 信 号 f2(1) 二 e*e (1), 反 
因果 信号 fs (4) 二 e*“*e( 一 /) 和 无 限 支撑 信和 号 f4(1) 二 ee (1) 十 er*e (一 1) 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 
及 其 收敛 域 ,其 中 ec, 5 是 实数 且 a< 一 0。 


解 : PC = AhCO]= 全 Ee"[e() —elt—r) Je"d [ea | eee 
一 cc 0 0 


对 任意 的 a [fi |ewd = [ea 二 成立, 所 以 有 


Fi(s) = [ew 二 世 i 0 二 一 co 
PFC) 分 母 的 零点 ;二 一 a 和 分 子 的 零点 相 消 , 因 此 无 极点 ,其 收敛 域 是 整个 平面 。 


(2) Fs(Cs) = 过 户 (O)] = [ Ere (ed = [ema 
一 co 0 
当 Re[st+a]=eta>0 时 , ||/ jd=| eowd 一 = 成 立 ,所 以 有 
Ee 
F,.(s) = [er = | 


s+a 
Fas(s) 的 极点 为 p 三 一 a。 其 收敛 域 如 图 4-1(a) 所 示 , 是 极点 右边 的 平面 。 


~ 0 
(3) F;(s) Afs()] | eve(—t)e "dt | eg 


当 Re[s 十 0] =o 二 6 二 0 时 ， 三 [fi |ewa = 上 ed 二 co 成立 ,所 以 有 


0 
Fs(s) =| e+oxdt 一 一 (Bd 


wl 
s+b 
Fs(s) 的 极点 为 p 二 一 5。 其 收敛 域 如 图 4.1(b) 所 示 , 是 极点 左边 的 平面 。 

(4) Fls) = Af.(2)] = I [ee (1) + ere(—1)Je"d = [eat EDrdr 


同 理 ， 当 o—a>0 且 so 一 56 过 0 时 ,| 外 全 < 全 = 三”a+| eeotdi <co 成 
Es 村 -ee 


立 , 则 有 
lL ¥ 


区 一 


Fi Cs) 的 极点 为 pi 二 a， 加 二 2。 其 收敛 域 如 图 4-1(c) 所 示 ,是 两 个 极点 中 间 的 条 带 平面 。 


i 0 
F,(s) =| ea +| Eg = a<o<b 
o -am 
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车 a 这 6; 则 f(D)==e*e (7) 一 ere (一 1) 的 双边 拉 氏 变换 不 存在 。 


jo jo 
> > E> 
1 
-a 和 o 2 -DO ola bo 
加 Fa(s) 的 收敛 域 (b) Fa(s) 的 收敛 域 (0) Fa(s) 的 收敛 域 


图 4-1 例 4-1 各 信号 的 收敛 域 


4.2.3 单 边 拉 普 拉 斯 变换 


在 实际 应 用 中 ,人 们 用 物理 手段 和 实验 方法 所 能 记录 与 产生 的 信号 大 都 是 有 起 始 时 刻 
的 , 若 起 始 时 刻 wo 二 0, 则 /xz) 为 因果 信号 。 因 此 定义 信号 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 和 单 边 拉 普 
拉 斯 逆 变 换 (或 反 变换 ) 分 别 为 


F(s) = f(Desdt (4-9) 
o_ 


oj 
f(D) = 二 | FC(Werds /三 0 (4-10) 
oj 


其 中 ,积分 下 限定 义 为 零 的 左 极限 ,目的 在 于 分 析 和 计算 时 可 以 直接 利用 初始 的 0- 状态 。 
根据 式 (4-7) , 单 边 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 充分 条 件 为 


I | f(D | er<d < co Cd) 
对 任意 信号 /02) , 若 满足 式 (4-11), 则 Fe) 应 满足 
limf (De™ =0 (4-12) 
满足 此 条 件 的 o 的 取 值 范围 即 为 单 边 拉 氏 变 换 的 收敛 域 ,可 表示 为 
o> (4-13) 


这 表明 f(7) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 为 ;平面 上 平行 于 jw 轴 的 一 条 直线 的 右边 区 域 。 
与 因果 信号 双边 拉 氏 变换 的 收敛 域 相同 。 

【 例 4-2】 计算 下 列 信号 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 。 

(1) e(t)—e(1—6) (2) eel) (3) erae() (4) ved) (D1, er 

解 : 求 收敛 域 , 即 找 出 满足 式 (4-11) 或 式 (4-12) 的 o 取 值 范围 。 

(CD lim[e() el(1—6)Je "=0=> o>—oo 


(2) lim[e(W Je “=lime " 一 0 字 o>0 
(3) lim[e-ae(t)]e-“ 一 lime-3+o 一 0 3 十 ac>0 7 一 3 


(4) lim[re (WJe ”=lim 和 =0 > o>0 


tnt 2 PN 
Re lim[e’ Je li 一 lim 一 一 co， 
ee 


SS lim[ Je 一 im 人 二 lime 
全 ee 
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因此 ,信和 号/ 和 ef 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 不 存在 。 
4.2.4 常用 信号 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 
1. 单位 冲 激 信号 56(0D) 
6(0) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 为 
L180)] = 上 Ded =e"|,s=1 > 一 co (4-14) 
2. 单位 阶 跃 信号 a(1) 
e(1) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 为 
Le(1)] =| eera = Edi = I o>0 (4-15) 


3. 门 信号 g; (=e(t 十 1) 一 (1 一 1) 
8z (1) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 为 
1 a-s 
elt+1)—e(—1)] | ea le Sy (4-16) 
0_ Ey 
4. 单 边 指数 信号 es (1) 
ee (1) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 为 
Mee(2)| = IT e”e(t)e*di = I ed = -一 o>a (4-17) 
0 0 s 


可 以 利用 MATLAB 函数 laplace 求 信号 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 代 码 如 下 ; 


synsts 
d= sym( 'dirac(t)'); 名 单位 冲 激 函 数 
D= laplace(d) 
u= syn( 'heaviside(t) '); 名 单位 阶 跃 信号 
U= laplace(u) 
g= heaviside(t+ 1) - heaviside(t — 1); 名门 函数 
G= laplace(g) 
x= exp( — 2x*t); 多 指数 函数 
Y= laplace(x) 
运行 结果 为 


D= 1;U= 1/s;G = 1/s-exp(-s)/s;Y = 1/(s+2) 


4.3 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 揭 示 了 信和 号 的 时 域 特性 和 ; 域 特 性 的 内 在 联系 ,掌握 拉 氏 变换 的 
性 质 有 助 于 计算 一 些 复杂 信和 号 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
1. 线性 
车 和 有 1(2)]==Fi(s) ,o>a 和 fi2(1)]==Fs(s) ,o>02, 则 
afi(D)+Bf2()] = aFi(s)+BF:(s)) o> max(o, oa) (4-18) 


证 明 : daf1() 十 Bf:(D)] 一 [三 [afi(2) +Bf2 (Je "dt 
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| fatal fera 

一 aFi(s) 十 BF:() o> max(o, 02) 
2. 时 移 性 
车 全 f(2)]==F(s) ,o>a, 则 

夺 Ft 一 to)e(t 一 加)] =e%F(s) to>0 o>a (4-19) 
证 明 : 根据 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 
f(t— to)e(t—t)] [ve to)e(t— to)Je™d [ra to)e™dt 
E> 1 


今 1 一 to 二 rt, 可 得 


f(t—io)e(t—4)J= | f(De rho dr 
0_ 


一 emf f(De“dr=e™F(s) o> 


【 例 4-3】〗】 已 知 f1()=e ”Tm?,f,(1)=e Ye(), f(t)=e "Ye(t—2), f(t) 
e Ye (1 一 2), 试 比较 这 四 个 信号 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 : 根 指数 函数 的 单 边 拉 氏 变 换 , 即 
二 1 


全 一 o>—3 
因此 有 
mt) = fe?]= de ?et = dee (= -一 0 二 一 3 
Ki) 三 过 eeoec(i)] 王 二 0 二 一 3 
根据 时 移 性 质 , 有 
区 拘 二 过 ER 一 罗 1] 三 是， 


5 十 3 


一 2 一 6 
Fi(s) = Le*e(1—2)] = Me’e’*?e(t—2)]= a o>—3 


由 上 例 可 知 : 信号 /一 已 的 拉 氏 变换 即 为 1(4 一 yeQ2) 的 拉 氏 变换 ,而 与 J (4 一 Deel 一 
的 拉 氏 变换 不 一 定 相等 ,只 有 当 /2) 是 因果 信号 时 ,两 者 才 相 等 。 

时 移 性 质 的 一 个 重要 应 用 是 求 有 始 周期 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 。 设 /(z) 是 以 了 为 周期 
的 周期 信号 , 若 户 (2) 是 它 的 第 一 个 周期 的 信号 , 则 有 


FOOD = WFAG—D+AG 2D + = Dhl meT) (4-20) 
k=0 
记 /1(7) 的 象 函数 为 Fi(s) ,根据 时 移 性 质 ,可 得 到 周期 信号 /(1) 的 象 函数 为 
F(s) = Fi(s)+e Fi(s)+e Fi() + = a (4-21) 


式 (4-21) 表 明 , 从 0 开始 的 周期 信号 的 单 边 拉 氏 变换 等 于 其 第 一 个 周期 信号 的 象 函 数 
乘 上 因子 一 。 例 如 ,如 图 4-2 所 示 从 0 开始 的 周期 冲 激 函 数 61(1) 二 > 3(4 一 kT) 的 
k=0 


Ye 


内 二 信 35 统 一 妆 VATLAB 的 广 


57(n) 


-TO|l 7273747 £{ 


图 4-2 有 始 周期 冲 激 函数 


单 边 拉 氏 变换 即 为 一- 万, 因为 其 第 一 个 周期 的 信号 为 6(D) ,而 M6(D)]==1。 


3. s 域 平移 
若 丰 /GD)]=FG) o>a, 则 
Hew'f(1)]=F(s—5) o>a+to (4-22) 
式 中 5 为 复 常数 ,oo 二 Re[so]。 
证 明 : 根据 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 


LeserCD] 一 「 ev’f (De di 


= f(De d= F(s—s) o>a+to 
由 于 FCs 一 so) 是 F(s) 在 s 域 右 移 5o, 所 以 其 收敛 域 也 向 右 平移 m , 即 为 cm 十 oo 。 
【 例 4-4】 已 知 信号 f1 (4) 二 cos(ew1)e(1), f2(1)=sin(wot)e(t), f3(1)=e "cos(wt)e(t), 
试 求 它们 的 象 函数 。 
解 : 根据 欧 拉 公 式 有 


fi() = 到 (en 十 ermooe(D) 
由 于 
Et) 一 o>0 
根据 ; 域 平移 性 质 , 有 
einote (1) «> 1 o>0 
5 一 jun 
Eimie (De od 
oe ,0 ( el 】 0 
i: 2\s—jw s+jw) sos 
同 理 可 得 
Fa(s) = Msin(w el)] = o>0 
再 次 应 用 * 域 平移 性 质 ,由 Fi(s) 的 结果 可 得 到 
Fs(s) = Me™coswotelt)] = Fi(s+a) ee o>0 


(Cs 十 ci2 ta 
【 例 4-53】 用 MATLAB 比较 cosl0ie(1) 和 ee ‘cosl0te(1) 的 极点 位 置 ,分 析 s 域 平移 性 
质 对 收敛 域 的 影响 。 


和 


解 : 采用 符号 计算 方法 ,代码 如 下 : 


SVYms 七 S 

x= cos(10*t); 

Y= exp( —t)*cos(10*t); 

X= laplace(x) 

Y= laplace(y) 

% plotting of signals and poles/zeros 
figure(1) 

subplot(221) 

ezplot(x, [0,5]);grid 

axis([0 5 -1.11.1]);title('x(t) =cos(10t)e(t)') 
num= [1 0];den= [1 0 100]; 

sys = tf(num, den); 

poles = roots(den) 

subplot(222) 

pzmap( sys); 

axis([-21 -2020]); 

subplot(223) 

ezplot(y,[ -1,5]);grid 

axis([0 5 -1.1 1.1]);title('y(t) = cos(10t)exp( — t)e(t)') 
num= [0 11];den= [1 2 101]; 

sys = tf(num, den); 

poles = roots(den) 

subplot(224) 

pzmap( sys); 

axis([ -21 -2020]); 


运行 结果 如 图 4-3 所 示 ,e-'cosl0ie (71) 的 极点 左 移 , 收 敛 域 的 边界 也 左 移 。 
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图 4-3 s 域 平移 性 质 对 极点 位 置 的 影响 
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4. 时 域 微分 
车 全 f00)]==F(s) o>a, 则 
df(D) 
ca = sF(s)—/f(0-) o> (4-23) 
式 中 ,7(C0- ) 是 f(D) 在 1 二 0- 时 的 值 。 


df2] 


证 明 : A[ 全 = df Dag = fe | = (DC= se de 
o dt 0_ 


=— Po- + Fev = (0 — /00 on 
重复 应 用 微分 性 质 , 可 得 


dE 1 ] 2(42)]=: “2] 3 


1=0— 
= sLsF(s)— /00)]—/f(0-) 
= ¥F(s)— sf(0_)—/f(0-) 
其 中 ,六 (0-) 是 PC 在 :一 0- 时 的 值 。 
同 理 , 可 导出 一 般 公 式 如 下 
dh ] syF()— sf(0)— sf (0) oo f/f" 0) 
dr 
nl 
= ysF()— Df (0) (4-24) 


r=0 


式 中 ,A"”(0_) 是 /00) 在 1=0- 时 的 值 。 
车 /(4) 是 因果 信和 号, 则 有 Fo (0_- )==0(==0,1,2,…), 此 时 
FS sy (4-25) 


【 例 4-6 已 知 信号 六 (0 一生 (e-”)， 户 (0 一 号 [exe(0)], 试 求 它们 的 象 丽 数 。 
解 : (1) 求 1(4) 的 象 函数 


方 (人 = (Ce) =— 3 
于 是 有 
Fi(s) = A— 3e*] = A— 3e*e()] 全 o>—3 
直接 应 用 时 域 微分 性 质 , 则 有 
一 3 加 一 3 一 3 5 3 
Fi(s) < 号 )] se He™*]—e™|,o rr 5 
(2) 求 f;() 的 象 函数 
= [evec)] = 6(1) — 3e Ye (1) 
于 是 有 
一 3 3 5 
F,(s) LL6(1) 一 3e *e (1)] 1 二 ee 6>—3 


直接 应 用 时 域 微分 性 质 , 则 有 
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Fz(s) = [Bre ec]]= se MHe™(1)]—e™e() | 入 ee 该 过 2 二 名 
5. 时 域 卷 积 


车 (4) 和 fa(4) 是 因果 信和 号, 并且 有 Af1(1)] 二 Fi(s),o>a 和 fs(1)]==F,(s),o> 
oz; 则 


AfiD fl) = Fi(s)Fs(s) o> max(o ,0,) (4-26) 
证 明 : 因为 (1) 和 户 (2) 是 因果 信号 , 则 户 (D) * 户 () 一 | G90 一 Ddr 仍 为 因 
果 信 号 ,根据 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ,可 得 
piADESAONE 小 [f(D) x fu(1)Je*d = 由 NW Dd 
交换 积分 次 序 ,得 到 
Lf x 户 (O0)] = [nw rene 
其 中 ,G4 一 De 是 /01 一 中 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 ,根据 时 移 性 质 , 则 有 
下 filt— ed 一 eeFi(s) 
于 是 可 得 
LLfi(0) x PCD] = (DerrFs(s)dr 一 Fo fi(De"dr = Fs(s)F(s) 


6. 时 域 积分 
车 于 f(1)]=F(s) o>a,; 则 


drod] 一 2 十 5 二 max(ol，0) Ca-27 
式 中 ,和 ?(0-)= | reodr。 
证 明 : 根据 单 边 拉 氏 变换 的 定义 有 
中 -rodr] 四 doac+| /ndr] 
一 | 十 直 | /Ddr] 
记 /9(0_)= | /CDqr, 该 定 积分 为 常数 ,所 以 有 


me =@ 


因为 
上 f(D dr = [SE f(Delt) x elt) 
根据 时 域 卷 积 性 质 , 则 有 
人 i 
二 reod] = Af(WeD xs 一 一 
根据 线性 性 质 ,可 得 


Cid _ FN 0 FCsy 
Af CO]= 十 rod] = 二 一 + 
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时 域 微分 .积分 性 质 主要 应 用 于 线性 连续 系统 s 域 分 析 中 的 微 、 积 分 运算 和 系统 微分 方 
程 的 求解 ,是 线性 连续 系统 * 域 分 析 的 依据 之 一 。 
车 /() 是 因果 信号 , 则 /“?(0- ) 二 0, 时 域 积分 性 质 可 简化 为 


Lf = dj rod] 2 (4-28) 


A CO] = ED (4-29) 
有 


【 例 4-7】 求 如 图 4-4(a) 所 示 信 号 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 


f"() 
/0 2 


(a) (b) (©) 


图 4-4 例 4-7 图 


解 : 直接 按 定义 求 /(1) 的 象 函 数 很 烦琐 ,可 先 求 1(4) 的 二 阶 导 数 的 象 函数 ,再 用 单 边 
拉 氏 变换 的 时 域 积 分 性 质 求 /(1) 的 象 函数 。/ (0) 的 一 阶 , 二 阶 导 函数 如 图 4-4(b)、(c) 所 
示 , 由 图 4-4(c) 可 得 
f°0) =60)—260—1)+26(—3)—6(—4) 
由 于 LL6(1)]==1, 由 时 移 和 线性 性 质 可 得 
LF (D1=1—2e+2e*—e’ 


根据 时 域 积分 性 质 则 有 
F(s) = AL/()] 4) ee 


52 


【 例 4-8】 求 因果 信号 Fo 一 ze(0) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 : 由 于 | eCDdr = 上 e(Ddr = Le(1), Hell) o>0 
根据 时 域 积 分 性 质 . 有 


Ll) =| eCDdre LED 三 站 6 
0_ Ss 5 


又 因为 | ze(D dE = 到 ee(0) 
再 次 应 用 时 域 积分 性 质 , 有 

Lel1) = 2 re(Ddre2 4 外] = 总 = 对 未 汉 各 
以 此 类 推 , 可 以 得 到 


1 
Pie (CD a o>0 
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7. 尺度 变换 
车 和 ff(0)]==F(s) co>o, 则 
fa 王 全] i (4-30) 


其 中 ,a 为 实 常数 ,a>0。 
证 明 : 根据 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 有 


df(lat)] = | flat)e™dt 
令 at 一 r， 一 工 , 则 有 
a 
flat)] = | wesat = 了 /Verar = pala o>aol 
由 于 EC) 的 收敛 域 是 >am ,所 以 下 (过 ] 的 收敛 域 是 二 >a , 即 为 c> al。 


【 例 4-9】 因果 信号 Fo)s(2) 经 时 移 和 尺度 变换 后 为 1(1) 二 f(at 一 to)elat 一 to), 其 中 
a 二 0, 二 0。 求 1(0) 的 象 函 数 。 
解 : 记 F(s)== 人 fCW)e(1)] c>o ,根据 尺度 变换 性 质 有 


Hflat)e(at)] = aea 0 二 aol 


根据 时 移 性 质 
Fi(s))= Af10)] = Aflat— to)e(at— 1)] 


ds [es)]e [ee)])}= rE)Y o> 
8. s 域 卷 积 


车 于 f100)]==Fi(s),o>a 和 全 f101)]==Fs(s) ,o>0;, 则 


Afi1() f= Ls) * Fas)] o>ato (4-31) 
证 明 : 根据 卷 积 定义 有 
1 
aot) *F(s)]= 直 | FDFeGs— 7)d7 


1 「*h= 


专 Fp[| 户 (Dere“d]dy 


27 
= uf 1 fe 
=| /fe [| Fper adr] a 
= fu fi Derd 
0_ 
于 是 可 得 
LD SD] = gL * Fl)] o>ato 


9. s 域 微分 
车 和 1(2)]=F(s) o>a, 则 
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元 一 DA] = 至 喇 0 (4-32) 
A 1)"f (0)] 一 一 未 二 让 玖 的 交合 人 (4-33) 
lS 


证 明 : 根据 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 
F(s) = 上 三 Fe 6 


上 式 两 边关 于 s 分 别 求 一 次 导数 和 次 导数 ,并 交换 微分 和 积分 次 序 , 即 可 得 证 。 
【 例 4-10】 求 因 果 信 号 /(4) 二 wre *“e (7) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 


解 : 由 于 
ee o>—2 
根据 * 域 微分 性 质 , 有 
一 25 -4( 1 ) 1 
te “elt) ls G 二 2 o>—2 
再 次 应 用 * 域 微分 性 质 , 得 到 
,2 nad 1 a 洒 
te se (1) =— it[— te *“e(1)] 4( cy) Ga > 
10. s 域 积分 
车 全 f(1)]==F(s) ,o>a, 则 
d= | ro o> max(ol ,0) (4-34) 


证 明 : 根据 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 
F(s) 一 [三 f(Derd o>a, 
对 上 式 两 边 从 s 到 == 积 分 ,并 交换 积分 次 序 ,可 得 


[Fpay= Fe 7oerd|u = 上 全 0|f evan] 
因为 >0, 所 以 上 式 方 括号 中 的 积分 | er*dy 收敛 ,因此 有 


| ropay ro( 宇 ja 让 {Dena = 中] 


0_ 


【 例 4-11] 求 因果 信号 CO) 一 Se (4) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 


解 : 由 于 
. ll 
sinte (1) 区 本 机 | o>0 
根据 s 域 积分 性 质 , 有 
sint Bp es | oo by 1 
3 (2) [ i arctann|? 2 arctans 一 arctan 要 o>0 
11. 初 值 定理 


车 信号 /0) 及 其 导数 “和 全 的 拉 普 拉 斯 变换 存在 , 且 直 /CO] 一 FC9) , 则 信号 /CD) 的 初 值 为 
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f(01) = limf(2) 一 limsF (s) (4-35) 
证 明 : 根据 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 时 域 微分 性 质 可 知 
FY) — /700)= /| -一 2] 上 A ) esd 


0 df 
|W ded 二 | df(D ug 
o dt o 和 


于 /1005 /00D+| ded 


因此 有 “ 
sF(s) = /(01) + Ved 
当 so 时 ,上 式 两 边 取 极限 为 
limsF(s) = /(04) + tn Moa| = f/(01) 1+ 35 lim[e™” ]d = /(0+) 
12. 终 值 定理 | 
若 信号 /CO) 及 其 导数 dj 的 拉 普 拉 斯 ( 拉 氏 ) 变 换 存在 , 且 可 /CO] 一 PFC)vlim7() 存 
在 , 则 


(co) 一 limf (2) = limsF (s) (4-36) 
证 明 : 由 前 述 可 知 
ss) = f(04) + 人 A Deed 
当 s 一 0 时 ,上 式 两 边 取 极限 为 


limsF (s) = f(0;) + 人 ea = f(04) + limfC2) — f(04) 
J en Ee 


于 是 得 到 
fC) = limf() = limsF Gs) 
a i | 
【 例 4-12】 已 知 象 函数 F(s) 一 0 于 1GrT27z' 求 其 原 函 数 f(D) 的 初 值 和 终 值 。 
解 : 根据 初 值 和 终 值 定理 ,有 


(3s: 一 1)s 
NOY = i lm 
E EE (3s: 一 1)s 
co) ) 
多 et 


为 方便 查阅 和 应 用 ,将 上 述 单 边 拉 氏 变换 的 性 质 列 在 表 4-1 中 。 
表 4-1 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 基本 性 质 


序 号 性 质 时 域 信 号 单 边 拉 普 拉 斯 变换 
0 定义 f(D = i| Fe Fo) = I f(De" dr 
1 线性 oO 二 了 及 GO CGO 二 EEC 
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续 表 
序 号 性 质 时 域 信号 单 边 拉 普 拉 斯 变换 
时 域 平移 f(t—to)e(t—t), to>0 emoF(s) 
3 5 域 平移 f(t) eo F(s—s0) 
= sF()—/f(0_) 
4 时 域 微分 | 一 a 
0 gE — Seinfm (0_) 
0 
5 时 域 积分 “| | f(Dde ED 二 大 0 
最 六 
6 尺度 变换 flat), a>0 sls) 
7 时 域 卷 积 f xpd=| fi Df —Ddr Fi (YF,(s) 
8 5 域 卷 积 iD» fl) 址 R CS) x Fo (CS) 
—tf() 和 
9 5 域 微分 
C= i 
10 5 域 积分 LD | Fopan 
11 初 什 limf(D) =limsF(s) 
12 终 值 limf(2) =limsF(s) 


4.4 单 边 拉 普 拉 斯 逆 变 换 


在 利用 拉 普 拉 斯 变换 分 析 连 续 时 间 系 统 时 ,最 后 需要 求 出 象 函 数 的 逆 变 换 ,得 到 系统 的 
时 域 响应 。 欲 求 象 函 数 FCs) 的 道 变换 ,可 利用 逆 变 换 的 定义 式 来 求解 ,但 是 利用 定义 式 求 
原 函 数 比 较 困 难 。 实 际 问题 中 ,可 采用 部 分 分 式 法 并 结合 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 来 求 得 原 
函数 。 

4.4.1 部 分 分 式 展开 法 

车 F(s) 为 有 理 函 数 , 即 


F(s) B(s) _ bas" Tb 1s™ :十 … 十 bs 十 bo 


A(s) 二 ans 十 … 十 ais 十 ao 
式 中 ,ai(i 二 0,1,2,… sn 一 1) ,0;G 二 0,1,2,…,m) 均 为 实数 。 若 mn, 则 FF(s) 为 真 分 式 , 车 
m 宇 n，F(s) 为 假 分 式 ,此 时 需要 用 多 项 式 除法 将 F(s) 分 解 为 有 理 多 项 式 与 有 理 真 分 式 之 和 
来 处 理 。 其 中 有 理 多 项 式 的 逆 变 换 为 冲 激 函 数 及 其 各 阶 导数 之 和 。 下 面 讨论 F(s) 为 有 理 
真 分 式 时 ,采用 部 分 分 式 法 求 其 逆 变 换 。 


(4-37) 
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将 象 函数 的 分 母 作 因 式 分 解 得 到 


B(s) B(s) 
A(s) (s—p1)(s— pe) (s— pa) 


其 中 ,pi(i 二 1,2,…,n) 是 F(s) 的 极点 。 根 据 极点 的 不 同 特点 ,部 分 分 式 展开 法 求 拉 普 拉 斯 
道 变 换 分 为 以 下 几 种 情况 。 
1. F(s) 的 极点 是 实数 且 为 单 极点 
由 于 极点 pi(i 二 1,2,…,n) 是 实数 , 且 各 不 相同 ,此 时 可 将 F(s) 展 开 为 
Kk Kk, K, 好 
Pe 三 a (4-39) 
其 中 ,各 个 部 分 分 式 的 系数 为 


F(s) (4-38) 


Ki = (s— pI)OFG) | (4-40) 
1 , 故 FCs) 的 单 边 拉 氏 道 变换 可 表示 为 


由 于 二 eye (0] 一 一 记 


f(D 一 CILFG)] 王 Kente(C) 十 Kepie() 十 … 十 天 enre(D) > KieneCD) (4-41) 
i=1 


y=35 十 11s* 十 15s 十 6 让 生计 语 坊 
【 例 4-13】 已 知 象 函数 R= ype — , 求 其 逆 变 换 (7)。 
解 : 用 长 除法 得 到 


Ry 二 各 丰 2 半 二 二 2 


5 十 3s 十 2 
4 一 1 
| 
(GD = CI[F(G)] 一 38() 十 28() 十 (4e2 —e')e(t) 
2. F(s) 包 含 共 斩 复 极点 
如 果 A(s)=0 的 复 根 为 户 王 一 xc 十 jp8, 思 三 一 一 jp, 则 F(s) 可 展开 为 


B(s) Ki 本 天 。 
(十 a 一 jp)(s* 十 十 jp8) 十 a 一 ij 十 十 j8 


式 中 , 开 ; 一 (s 十 一 jB)F(s) | ,- -ri 天 :一 (十 ec 十 jpB)FGs) | ,=--。i, 且 有 天 :一人 。 记 天 ,一 
|Kiler,K;==|Kile”, 于 是 有 
Kl Ki LR er sles 


3s 十 2 
(s(t 


35 十 2 十 


三 3s 十 2 十 


F(s) (4-42) 


i 和 
GD = LF)] = [| Ki | ereCi: 十 | Ki | even]el) 
=| Ki | ee [eete 十 eria+9 Je(1) 
=2|K | ecos(B + gelt) (4-44) 
> 2 瑟 二 二 要 
【 例 4-14】 已 知 象 函数 FCG) 一 [二 站 下 9CG 二 3 引 ' 求 其 道 变换 Fy, 
解 : 将 F(s) 的 分 母 进一步 分 解 为 
5 
F(s) = 5 


Gs 十 2 一 j2)(s 十 2 十 j2)(s 十 3) 
F(s) 有 一 对 共 思 极点 pi,s 二 一 2 土 j2 和 一 个 单 极 点 ps 二 一 3, 按 极点 作 部 分 分 式 展 
开 , 有 
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Ki Kk, 天 3 
二 
四 平一 4 到 
Ki 一 (十 2 一 j2)FCs) |, 2 cr Ea 
g CE 32 一 4 -这 
K;, = (十 2 十 j2)FCs) |,-- GF js +a) | j= es 
Ks = Cs 十 3)FCs)| 站 二 过 | 
a Vs te 2 — i | 
根据 式 (4-44) ,可 得 原 函 数 为 
f0) = CI[F(Cs)] 2eeos 人 2 1 区 jc 十 ee) 
3. F(s) 包 含 多 重 极点 
若 F(s) 可 作 如 下 的 分 解 
B(s) ， 
RO = = (4-45) 
则 F(s) 具 有 7 重 极点 p1。 可 将 F(s) 展 开 为 
3 Ky Ki a Ki E(s) _ ,E(s) 
二 
其 中 ,待定 系数 为 
人 ;二 
Ri 二 F(]|_， i= 1,2，…r (4-47) 
因为 有 
和 
CD s(0)] = (4-48) 
根据 * 域 平移 性 质 , 可 得 
I 
es EA sD] rp (4-49) 
再 由 线性 性 质 求 得 Fi(s) 的 单 边 拉 普 拉 斯 逆 变 换 为 
六 CD = LF(s)] = bre) + ore) + 二 Kuen'el) 
(4-50) 
s 十 4 
【 例 4-15】 已 知 象 函数 F(s) 一 二 十 13Cs 十 3) ' 求 其 递 变换 /(2)。 
解 : 将 F(s) 部 分 分 式 展开 为 
Kis 天 2 Ku Kk, 
i 
Ki 二 CIDE | = .= 
Ee 


三 对 3 二 过 下 5 二 本 二 
|， 

i Mr 3 _1l14 [rs+4 
a tl | 


人 


= i ak! = 
K, = (s+2)F(s)|,-_,= GH | ,= 2 
S 2 2 多 
见 
则 有 re 
于 是 得 到 f0) A[LF(C)] (Be Ze 十 2c —2e* C0 


4.4.2 象 函数 部 分 分 式 展开 的 MATLAB 实现 
象 函数 F(s) 的 部 分 分 式 展开 可 用 residue 函数 实现 ,调用 形式 为 
[r, p, k] = residue(num, den) 


式 中 num，den 分 别 为 FR(s) 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 向 量 ,r 为 部 分 分 式 的 系数 ,pp 
为 极点 ,为 多 项 式 的 系数 , 若 为 真 分 式 , 则 为 零 。 

计算 多 项 式 根 roots 的 函数 可 用 于 计算 豆 (s) 的 零 极 点 。 互 (>) 零 极点 分 布 图 可 用 
pzmap 函数 画 出 ,调用 形式 为 

pzmap( sys) 
表示 夯 出 sys 所 描述 系统 的 零 极点 图 。 

【 例 4-16】 用 MATLAB 求解 例 4-13。 

解 : 先 建立 F(s) 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 向 量 , 然 后 用 residue 函数 求 部 分 分 
式 的 系数 和 极点 。 代 码 如 下 : 

format rat 

num= [3 11 15 6]; 


den= [1 32]; 
[r,p,k] = residue(num, den) 


E w 4 ， 一 1 
故 FF(s) 可 展开 为 FO)=3s+2+ st 


即 f(1)=36 (1)+26()+4e "“e(t)—e-'e(t) 

【 例 4-17】 用 MATLAB 求解 例 4-14。 

解 : 先 产 生 象 函数 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 向 量 ,然后 用 residue 函数 求 部 分 分 
式 的 系数 和 极点 ,最 后 求 部 分 分 式 系数 的 模 和 幅 角 。 代 码 如 下 : 


num=[10 -4]; 


den= conv([1 4 8], [1 3]); 名 将 因子 相 乘 的 形式 转换 成 多 项 式 的 形式 
[r,p,k] = residue(num, den) 
magr = abs(r) 多 求 上 的 模 


angr = angle(r) 名 求 的 相 角 
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运行 结果 为 

r = 1 + 0i,1/321685687669322 + 1i,1/321685687669322 — 1i 

p= -3+0i,-2+2i,-2-2i 

magr = 1,1,1 

angr = 0,355/226, - 355/226 
故 F(s) 可 展开 为 

1 jp55/226 | © i355/226 1 el 57 ei 57 
人 

则 原 函 数 为 


f(1) = ee(t) t+2e cos(21++1.57)e(t) 
【 例 4-18】 用 MATLAB 求解 例 4-15。 
解 : 先 建立 F(s) 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 向 量 ,然后 用 residue 函数 求 部 分 分 
式 的 系数 和 极点 ,最 后 求 系数 的 模 和 幅 角 。 代 码 如 下 : 
num= [1 4]; 
den= conv([1331],[12]); 名 将 因子 相 乘 的 形式 转换 成 多 项 式 的 形式 


[r,p,k] = residue(num, den) 


magr = abs(r) 名 求 工 的 模 

angr = angle(r) 多 求 r 的 相 角 
运行 结果 为 

Fa 2 =23 

ek et eh et 


magr = 2,2,2,3 
angr = 355/113,0, - 355/113,0 
2 2 一 多 a 


故 F(s) 可 展开 为 i i 


即 fC0) (Eee 2te :十 2e- 2e* kD 


4.5 连续 系统 的 拉 普 拉 斯 分 析 


4.5.1 微分 方程 描述 的 连续 系统 的 拉 普 拉 斯 分 析 


利用 拉 普 拉 斯 变换 可 把 描述 线性 时 不 变 连 续 系统 的 微分 方程 转换 为 * 域 的 代数 方程 ， 
从 而 使 系统 响应 的 分 析 计 算 简便 易 行 。 
假设 二 阶 连 续 系统 的 微分 方程 为 
YO Fay (十 aoy( = bf (D+F of) (4-51) 
式 中 ,ao, ai 以 及 bo， bi， bs 为 实 常数 ,f(4) 为 因果 信号 ,f(0- )、f(0- ) 均 为 零 。 
设 初始 时 刻 to 二 0,y(?) 的 单 边 拉 氏 变换 为 Y(s) ,对 式 (4-51) 两 端 作 单 边 拉 氏 变换 , 根 
据 单 边 拉 氏 变换 的 时 域 微分 性 质 , 有 
[sY(s) 一 sy(0_-) —y (0_)] 二 ai[LsY(s) — y(0_)]+aoY(s) 
=bss: F(s) bsF(s) 十 poFGCs) (4-52) 
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整理 可 得 
(十 as 十 ao)Y() = 二 [Gs 二 ar)y(0_) 十 y (0_)] 十 (bos 十 bis 十 bo)F(s) (4-53) 

车 记 A(s)=s 十 a1s 十 ao, B(s)==bss: 十 bis 十 bo,， CCs) 二 (s 十 a1)y(0-) 十 y (0-), 则 有 
-CC(s) 
A(s) 


只 与 初始 值 有 关 ,而 与 系统 的 输入 无 关 ,因此 它 的 逆 变 


Bc) (4-54) 


Y(s) A 


Cs) (sta)y(0- )+y (0-) 
A(s) 5 十 ais 十 ao 
换 对 应 系统 的 零 输 入 响应 ; 只 SFCS) 只 与 输入 有 关 , 而 与 初始 值 无 关 , 因 此 , 它 的 道 变换 对 


应 系统 的 堆 状 态 响 应 。 令 有 (5) 一 称 只 一 名 于 生生 名 
为 连续 系统 的 系统 函数 。 

对 式 (4-54) 作 单 边 拉 普 拉 斯 道 变换 ,就 得 到 系统 的 完全 响应 y() 、 零 输入 响应 ws (0) 和 
零 状态 响应 y- (0), 即 


, 它 与 系统 的 微分 方程 一 一 对 应 , 称 


C(s) , B(s) 


三 1 加 
yD) = 0 [zs +Acr)] (4-55) 
ysi(t) = a ee: (4-56) 
jit) = 1 Ac5FC] (4-57) 


【 例 4-19】 已 知 线性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 
YO FIy +2y0) = f 0) +3f0) 
输入 信号 /()==e *e(1), y(0- ) 二 1,，y'(0- ) 二 1, 求 系统 的 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 和 全 
响应 。 
解 : 根据 单 边 拉 氏 变 换 的 时 域 微分 性 质 , 对 系统 微分 方程 两 边 取 单 边 拉 普 拉 斯 变换 ,得 到 
[s2Y(s) — sy(0-)—y (0_)]++3[sY (Cs) — y(0_)]+2Y(s) = sF(s) + 3F(s) 
Cs EyytOT4 0 


Y(s) 二 


人 二 3s 二 2 革 二 3s 十 2 
了 (2) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 为 
= /4 三 
Fl(s) = de*e()] = ey 
代入 已 知 条 件 ,可 得 
Y(s) s 十 4 等 s 十 3 1 11/3 5/2 1/6 
5 十 3s 十 2 5 十 3s 十 2s 十 4 ss 二 1 ss 十 2 s 二 4 
妆 十 下 3 2 
3 
有 各 1 2/3 1/2 1/6 


5 十 3s 十 2s 十 4 ss 十 1 ss 十 2 十 4 
求 Y(s) Yai(s)、Y:s(s) 的 单 边 拉 氏 逆 变 换 , 可 得 


y(t = L340Y (9)] (ae Sr $e" 


3 2 
yail(t) = LLYs(s)] = (3€ 一 2e2)e(t) 
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yu 人 = LLY (s)] = (3 一 村 e 一 二 co 


【 例 4-20】 用 MATLAB 求解 例 4-19。 
解 : 采用 符号 计算 方法 ,代码 如 下 : 


SYms S 七 

人 = exp( 一 4xt) * heaviside(t), 名 输入 信号 
a=[1,3,2],b= [1,3], 名 微分 方程 的 系数 向 量 
y=[1,1], 名 系统 初始 状态 

Fs= laplace(ft), 

名 计算 Y0S 

n= length(a) -1;Y0s = 0; 

fork=1:n; 


forr=0:(k-1); 
Y0s = YOsta(n—k+1)*y0(r+1)*s’(k-1-—r); 


end 
end 

As=s^2+3*s+2;Bs=s+3; 

Hs=Bs./As 

ht = ilaplace(Hs) ;disp( ' 系 统 冲 激 响 应 '), ht， 

Ys= (Bs* Fs+Y0s)/As;disp( 'Y(s) = '), pretty(Ys), 多 全 响应 的 象 函数 
yt= ilaplace(Ys);disp(' 系 统 全 响应 '),yYt, 多 计算 并 显示 全 响应 
yzit0 = ilaplace(Y0s/As); yzit = vpa(yzit0, 4); 多 求 零 输 入 响应 
disp( ' 零 输入 响应 '),yzit, 和 输出 零 输入 响应 
yzst0 = ilaplace( (Bs * Fs)/As);yzst = vpa(yzst0, 4); 多 求 零 状态 响应 
disp( ' 零 状态 响应 '), yzst, 输出 零 状态 响应 

名 绘图 


tl = linspace(eps,5,100); htl = subs(ht, t,t1); subplot(2,1,1);plot(t1, ht1), 
xlabel( ' 时 间 ( 秒 )'), ylabel( ' 幅 度 '), grid, title( ' 冲 激 响 应 ')， 

ytl = subs(yt, t,t1);subplot(2,1,2);plot(t1, ytl, 'r— '), 

Yz 让 1 = subs(yzit, t,t1) ;hold on;plot(t1, yzitl, k —— '), 

Yzst1 = subs(yzst, t,t1);hold on;plot(t1, yzst1, 'b—.') 

xlabel( ' 时 间 ( 秒 )'), ylabel( ' 幅 度 '), grid, title( ' 系 统 响 应 ')， 

legend( ' 全 响应 ', ' 零 输入 ',' 零 状态 ') 


系统 全 响应 :yt = (11*x exp( 一 t))/3- (5xexp( -2x*t))/2- exp( -4*xt)/6 
零 输 入 响应 :yzit = 3.0*exp( 一 1.0*t) -2.0*xexp( 一 2.0*t) 
零 状态 响应 :yzst = 0.6667*x exp( 一 1.0x*t)-0.5xexp( 一 2.0xt)—0.1667*xexp( -4.0xt) 


冲 激 响 应 和 输出 响应 的 曲线 如 图 4-5 所 示 。 


4.5.2 电路 系统 的 拉 普 拉 斯 分 析 


1. 电路 元 件 的 * 域 模 型 
电阻 .电感 和 电容 元 件 的 电压 与 电流 时 域 关系 为 : 
ur(t) = Rir(t) (4-58) 


diL (1) 
di 


u(t)=L (4-59) 
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:i 神 泊 响应 
EE 
0 
0 0 1 15 2 235 3 359 4 43 5 
时 间 ( 秒 ) 
系统 响应 
攻 T T 
| 一 全 号 
漠 05 > 上 ue 
0 一 下 一 Sr ee Rk heates 
"0 0 1 1 2 2 9 3 4 5 
时 间 ( 秒 ) 
图 4-5 例 4-20 图 
wet) = we(0-) 十 二 | ic(Ddr 1>0 (4-60) 
o_ 
将 上 面 三 式 分 别 作 拉 普 拉 斯 变换 , 则 有 
UR(s) 一 人 ITRCS) (4-61) 
UL(s) = sLIL(s) — Li.(0-) (4-62) 


UcGD = L1G 十 全 


其 市 交 (0-5 是 电感 思科 站 电流 ,5200L5 是 所 窜 的 牢 庆 电车: Ur(s)、UL(s) 和 Uc(s) 分 别 是 
s 域 中 电阻 电感 和 电容 两 端的 电压 ,Tr(s) ,LL(s) 和 Ic(s) 分 别 是 域 中 流 过 电阻 电感 和 电 
容 的 电流 。 

根据 电流 和 电压 关系 ,可 得 到 电阻 .电感 和 电容 的 * 域 串 联 模型 ,如 图 4-6 所 示 。 


(4-63) 


i 1 ac0-) 
1) A m9 CE A 
o- ee } 0 0———/ YY O CO， 一 全 © 
二 Uan(s) 皇后 Ui(s) 所” 生 Us) 
图 4-6 电路 元 件 的 * 域 串联 模型 
如 果 用 电压 表示 电流 , 则 有 
(2) 
ig(t) 一 ee (4-64) 
让 (2) = io-) 十 | u(r)dr £0 (4-65) 
由 
ic(t) 一 Ce (4-66) 
同样 ,对 上 面 三 式 作 拉 普 拉 斯 变换 ,得 到 
Uels) _ 
mc) = (4-67) 
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了 作坊 L324 (4-68) 
sL 5 


Ic(s) = sCUc(s) — Cuc(0-) (4-69) 
根据 电压 和 电流 关系 ,可 得 到 电阻 .电感 和 电容 的 域 并 联 模 型 如 图 4-7 所 示 。 


AR 和 
AN) _R Li(s) Ls) > 
[Cy 0 irx(0) o o 一 = Cuc(0) 上 Fe 
中 
+ Uns) — + Ui(s) 一 十 Uds) 一 


图 4-7 电路 元 件 的 * 域 并 联 模 型 


由 上 面 分 析 可 知 , 基 尔 霍 夫 电 流 定律 KCL 和 霍 夫 电压 定律 KVL 可 直接 用 于 s 域 , 戴 维 
南 定理 和 诺顿 定理 也 可 直接 用 于 ; 域 。 

2. 电路 系统 的 拉 普 拉 斯 分 析 

用 拉 普 拉 斯 分 析 法 分 析 电 路 系统 时 ,首先 建立 电路 的 * 域 模型 : 即 把 电路 中 的 电压 源 、 
电流 源 、 受 控 源 用 象 函数 表示 ,R、L、C 元 件 用 其 * 域 模型 表示 ; 然后 依据 电路 原理 ,在 ; 域 
求解 电路 的 输出 响应 ; 最 后 作 拉 氏 逆 变 换 即 可 得 到 系统 输出 的 时 域 响应 。 下 面 举例 说 明 。 

【 例 4-21】 如 图 4-8 所 示 的 电路 系统 ,已 知 ws 三 12V,， Ri 二 3Q, R, 二 20Q, R; 二 10， 
L==1H,C=1F。4<0 时 电路 已 达 稳 态 ,一 0 时 开关 闭合 。 求 :三 0 时 电压 (1) 的 完全 响应 、 
零 输 入 响应 ws (1) 和 零 状态 响应 vs, (1) 。 


LO-) 
一 /一 + 


R 5 


十 十 


us j 站 二 
Rs| | Us(s) <) 吉村 Bs||UG) 


图 4-8 例 4-21 电路 图 
解 : (1) 在 :和 0 时 ,S 断 开 , 电 路 已 达 稳 态 , 电 感 短路 ,电容 开路 ,由 此 可 知 电感 的 初始 
电流 和 电容 的 初始 电压 分 别 为 


i (0-) 2A 


i 
Ri++R:+R; 


和 


us(R, 十 Ra ) 
Ri 十 有 RR: 十 Ra 

电路 的 * 域 模型 如 图 4-8(b) 所 示 ,可 根据 该 模型 直接 计算 完全 响应 w(1)。 由 节点 电压 
法 可 得 


uc(0-) = 一 6V 


至 十 Lir(O-) 


uc(0_) s 
(二 二 E+:C+ 刘 Ju a 
代入 已 知 参数 及 电感 和 电容 的 初始 状态 ,得 到 
a 12/s+2 
(二; +s+t1]U0G) = 6+ 
、_ 2(3s’ 十 10s 十 6) 介 ，-- 妆 、 阁 
UN 
求 道 变换 得 到 完全 响应 为 


u(t) = CILU(CS)] = (2te2 + 3e* + 3)e(t) 
(2) 零 输入 响应 ws (4) : 输入 为 0 时 的 电路 模型 如 图 4-8(c) 所 示 , 由 节点 电压 法 可 得 


Ue | 三 0 0 
(E FR jue 人 
代入 参数 有 
2(10 十 3s) 8 6 
Cs) 三 a | 
全 


求 逆 变换 得 到 零 输 入 响应 为 
uai(t) = LU (s)] = (8te* + 6e*)eli) 
(3) 零 状 态 响 应 ws, (7) : 初始 状态 为 0 时 的 电路 模型 如 图 4-8Cd) 所 示 , 同 样 由 节点 电压 
法 可 得 


us 


二 1 5 
(E+ 3 + 直 ju.c 志和 于 下 


代入 参数 有 


12 二 者 < 3 
(ss: 十 4s 十 4)s CE 


U,(s) 
求 逆 变 换 得 到 零 状态 响应 为 
Uss(t) = CILU.(s)] = (— 6te* — 3e€*+3)e() 


完全 响应 也 可 由 下 式 计算 
u(t) = us (tl) + us lt) = (21e* + 3e ?+3)e() 


4.5.3 系统 函数 描述 的 连续 系统 的 拉 普 拉 斯 分 析 


如 果 一 个 连续 系统 由 系统 函数 囊 (*) 描 述 , 则 系统 的 零 状 态 响应 可 通过 下 述 步骤 求 得 : 

(1) 计算 系统 输入 /Ci) 的 单 边 拉 氏 变换 F(s); 

(2) 计算 零 状态 响应 的 单 边 拉 氏 变 换 Y., (3), 即 Y.,(s) 二 F(s)H(s); 

(3) 计算 Y。,(s) 的 单 边 拉 氏 逆 变 换 , 即 可 得 到 零 状 态 响应 y., (7) 。 

【 例 4-22】 已 知 线性 时 不 变 系统 的 系统 函数 H(S)= 革 ,输入 信号 f(1)==e(1), 求 系 
统 的 零 状态 响应 

解 : 由 于 输入 信号 的 单 边 拉 氏 变换 为 


eH> 1 
可 
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则 零 状态 响应 的 象 函 数 为 


4-9 例 4-23 图 


s+2 1 Ve Vae 
Te = TN = i 
求 逆 变 换 ,得 到 
Eo ed hg $e) eost2 上 亚 )e(0) 
【 例 4-23】 用 MATLAB 求 解 例 4-22。 
解 : 采用 符号 计算 方法 ,代码 如 下 : 
syms st 
ft= heaviside(t); 
Fs= laplace(ft); 
As=s"2+4;Bs=s+2; 
Hs= Bs. /As; 
ht = ilaplace(Hs); 
Yzst0 = ilaplace((Bs * Fs)/As);yzst = vpa(yzst0, 4); 
disp( ' 零 状态 响应 '),yzst, 
tl = linspace(eps, 5,100); 
htl = subs(ht, t, t1); 
subplot(2,1,1);plot(t1, ht1), 
xlabel( ' 时 间 ( 秒 )'), ylabel( ' 幅 度 '), grid, title( ' 冲 激 响应 ')， 
subplot(2,1,2); 
yzst1 = subs(yzst, t,t1);hold on;plot(tl1, yzstl, 'b— .'), 
xlabel( ' 时 间 ( 秒 )'), ylabel( ' 幅 度 '), grid, title( ' 零 状态 响应 ') 
运行 结果 为 : 
零 状 态 响应 yzst = 0.5* sin(2.0*t) 一 0.5#*cos(2.0xt)+0.5 
冲 激 响应 和 零 状态 响应 的 波形 如 图 4-9 所 示 。 
神 激 响应 
2 
1 
尝 0 
-1 
2 
从， 45 5 
时 间 ( 秒 ) 
零 状态 响应 
1.5 
1 
Ee 
到 05 
0 
050 0 1 15 2 235 3 35 45 5 
时 间 ( 秒 ) 


和 


4.6 系统 函数 与 系统 特性 


冲 激 响 应 (1) 和 系统 函数 甩 (s) 从 时 域 和 变换 域 两 方面 表征 了 同一 系统 的 本 性 。 在 s 
域 分 析 中 ,借助 系统 函数 在 :平面 上 的 零点 与 极点 分 布 的 研究 ,可 以 简明 、 直 观 地 给 出 系统 
响应 的 许多 规律 。 系 统 的 时 域 、 频 域 特性 集中 地 以 其 系统 函数 的 零 . 极 点 分 布 表现 出 来 。 


4.6.1 H(s) 的 零点 和 极点 
若 n 阶 连续 系统 的 微分 方程 为 
aoc 一 orod mn (4-70) 


其 中 ,ai(Gi 一 0,1,2， 四 洛 G 一 0,1,2，…smm) 为 实 常 数 。 则 该 阶 连续 系统 的 系统 函数 为 
B(s) _ bns" 十 bis”! 十 … 十 bis 十 bo 
Als) ans" 十 Qn-1s"”! 十 … 十 ais 十 ao 
上 式 给 出 了 系统 微分 方程 与 系统 函数 之 间 的 对 应 关系 。 根 据 这 个 关系 ,可 由 系统 微分 
方程 得 到 系统 函数 有 H(s) ,也 可 由 系统 函数 得 到 系统 的 微分 方程 。 
若 系统 函数 的 零 ,极点 分 别 为 ,zi……， zs 和 pi1，pP1，…，pn， 则 系统 函数 可 表示 为 


H(s) = (4-71) 


TI(s—z< ) 
Dts — os =— se) i=1 
H(s) =K (4-72) 
an(s— pi)(s— pe)**(s— pa,) I 
(Ci 2 


式 中 ,K 一 各。 
零点 = 和 极点 p; 有 三 种 情况 : 实数 ,虚数 和 复数 。 若 零 、 


极点 为 虚数 或 复数 , 则 必然 是 共 罗 成 对 的 ,并 关于 实 轴 对 称 。 在 io 
平面 上 , 夯 出 有 HGs) 的 零 极点 图 , 同 前 ,极点 用 xX 表示 ,零点 用 "| 
〇 表示 。 同 一 位 置 画 两 个 相同 的 符号 表示 为 二 阶 零 . 极 点 。 着 国 
【 例 4-24】 求 下 面 系统 函数 电 (s) 的 零 、 极 点 。 1 
2(Gs 十 1D)[(Gs 一 1): 十 4 | 
HO = gs FD Jj2|--% 
解 : 由 系统 函数 的 分 子 表达 式 ,可 得 系统 的 零点 为 
zi 一 一 1， zz; 一 1 土 j2 图 4-10 例 4-24 系统 函数 的 
由 分 母 得 到 极点 为 入 六 人 有 


Bhs =—2% py = 主 3 
面 出 零 、 极 点 分 布 如 图 4-10 所 示 。 


4.6.2 H(s) 的 零 极点 分 布 决定 系统 的 时 域 特性 

冲 激 响应 h(7) 是 系统 函数 有 (5) 的 拉 普 拉 斯 道 变换 ,如 果 把 吾 (s) 作 部 分 分 式 展开 , 那 
么 ,HH(s) 的 每 一 个 极点 将 决定 一 项 对 应 的 时 间 函 数 。 极 点 的 位 置 和 特性 决定 了 系统 的 时 域 
特性 ,讨论 如 下 : 
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(1) 车 极点 位 于 :平面 的 坐标 原点 , 即 HG)= 士 , 则 用 () 二 (7), 冲 激 响 应 是 阶 跃 信和 号。 


(2) 车 极点 位 于 平面 的 实 轴 上 , 即 Gs) 一- 于 , 则 h(D 二 e-"e CD, 著 a>0, 冲 激 响 应 
是 指数 衰减 信和 号; 车 a 二 0, 冲 激 响 应 是 指数 增长 信号 。 


(3) 车 极点 位 于 s 平面 的 虚 轴 上 , 即 H() = , 则 有 (2) 二 sinwote(7), 溃 激 响应 是 等 
幅 的 正弦 振荡 。 

(4) 车 极点 位 于 s 平面 的 左 半 平面 ,并 共生 成 对 , 即 有 (5) 一 证 5' 则 (0) 一 
sa)? 十 ws 
esinwote(1) ,此 时 a 之 0, 冲 激 响 应 是 衰减 振荡 ; 车 a 二 0, 极 点 位 于 s 平面 的 右 半 平 面 , 则 冲 


激 响应 是 增幅 振荡 。 

若 系统 函数 具有 重 极点 ,那么 重 极点 对 应 的 部 分 分 式 的 逆 变换 可 能 具有 1,t* ,… 与 指数 
函数 相 乘 的 形式 。 

例如 £7 [ 吉 ] = 雪人 (2 pa es tl pe ee =Lsinwole(1) 


以 上 冲 激 响应 (7) 与 系统 函数 及 (s) 极 点 位 置 的 对 应 关系 整理 如 表 4-2 所 示 。 
表 4-2 系统 函数 的 极点 分 布 与 冲 激 响应 的 关系 


H(s) s 平 面 上 的 极点 系统 的 时 域 特性 h(t) (20) 
joh nO 
| He ECt) 
5 O o 
ol 7 
joh nD 
1 
Re 本 一 . 
oT 
jo nDh 
1 | 
5 一 4 of 旋 5 e 
oa 和 
jo, AD 
jwo 
| sinwot 
stos 0 5 ol 7 
-jo* 
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续 表 
H(s) 5 平面 上 的 极点 系统 的 时 域 特性 h(n (20) 
jo) AD) 
关 --]jon 
一 1 ar sinewot 
(s+a)’ 十 ol to 本 一 一 一 全 可 站 € "sinwo 
x*-—j]—jwo 
joh nD 
jeot -一头 
二 1 po 
(s—a)’ + 0 加 i 可 站 ee: sinawot 
-joot ——x* 
joh nh 
寺 本 4 
5 0 o 
ol 1 
jw, hh 
es 
Re tsinwot 
(5 +d) oS o 和 Ey 
冲 -joo 
【 例 4-25】 用 MATLAB 画 出 下 列 系统 的 零 极点 分 布 图 ,并 画 出 系统 的 单位 冲 激 响应 


A(CO 和 阶 跃 响应 5(C2) 的 波形 。 


Cy Bb = 2G 十 1) 


re 


解 : 先 定义 系统 函数 的 分 子 、 分 母 多 项 式 的 系数 向 量 , 然 后 求 极 点 。 最 后 用 impulse 函 
数 求 单位 冲 激 响应 ,用 step 函数 求 阶 路 响应。 代码 如 下 : 


num= [1 -2];den= [1 1 0]; 

sys = tf(num, den); 

poles = roots(den) 

figure(1) 

subplot(2, 3,1);pzmap( sys); 

ain([ -2.32.5 —1.5.1,.51); 
t=0:0.02:15; 

subplot(2,3,2); impulse(num, den, 七 ) ; 
subplot(2,3,3); step(num, den, 七 ) ; 
num= [2 2];den= conv([1010],[101]); 
SYS = tf(num, den); 

poles = roots(den) 
subplot(2, 3, 4) ;pzmap( sys); 

is([ =2.5 .2.5 =1.5 1.51): 
t=0:0.02:15; 

subplot(2, 3,5); impulse(num, den, t); 
subplot(2, 3,6);step(num, den, t) 


运行 结果 如 图 4-11 所 示 。 
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Pole-Zero Map Impulse Response Step Response 
去 1 10 
5 0 " 
ba 了 9 © 
2 总 忆 
号 0 X… 六 © 三 三 -10 
< : EE 中 
是 < < -20 
号 -1 
ep 
昌 -2 -30 
- -2 0 2 0 $ 10 15 0 5 10 15 
Real Axis (seconds-!) Time (seconds) Time (seconds) 
Pole-Zero Map Impulse Response Step Response 
人 - 20 60 
和 1 x 
8 10 
包 40 
四 = 
芭 0 QO.…x 三 0 三 
< 后 
[a 日 EE 20 
四 < -10 < 
EE -1 x 
后 -20 0 
-2 0 2 0 5 10 15 0 5 10 15 
Real Axis (seconds-!) Time (seconds) Time (seconds) 
图 4-11 例 4-25 图 


4.6.3 H(s) 的 零 极点 分 布 决 定 系统 的 频率 特性 


系统 冲 激 响应 h(1) 的 傅 里 叶 变 换 HH(jw) 表 示 系 统 的 频率 特性 , 称 为 系统 的 频率 响应 。 
车 甩 (s) 的 收敛 域 包 含 jw 轴 , 即 玉 (s) 的 极点 全 部 分 布 在 左 半 平面 时 ,h(1) 的 傅 里 叶 变 换 存 
在 ,此 时 ,系统 的 频率 响应 为 


H(ijw) = H(s)|,-»= K SS} (4-73) 
ll Go—p) 
由 于 零点 x; 和 极点 p; 是 复 平面 上 的 点 ,它们 和 由 3 
原点 指向 零 、 极 点 的 向 量 一 一 对 应 ,jw 是 虚 轴 上 的 向 量 ， 
根据 向 量 的 三 角形 法 则 ,jw 一 z; 和 jw 一 p; 也 是 向 量 , 令 mE IN ; 
jw — z; = Bies (4-74) 3 


jw — p: = Aie” (4-75) 加 7 
其 中 ,A、B; 是 向 量 的 模 ,表示 向 量 的 大 小 ; 各、0; 是 向 图 412 平面 上 零点 .极点 及 差 向 量 
量 的 幅 角 ,表示 向 量 的 方向 ,如 图 4-12 所 示 。 
把 式 (4-74) \ 式 (4-75) 代 入 式 (4-73) ,得 到 频率 响应 为 


ehh 一 | HGjo) | eer” (4-76) 


和 


其 中 ,| 有 (jw) | 是 系统 的 幅 频 响应 ,p(w) 是 系统 的 相 频 响应 ,并 且 有 


日 二 区 
| H(jw) |= KAA (4-77) 
glw) 三 (各 十 各 十 十 pm) 一 (91 十 的 十 … 十 0,) (4-78) 
【 例 4-26】 研究 图 4-13 所 示 RC 低 通 电路 的 频率 响应 。 
UsGo) 
五 (jw) = 0D 


解 : 写 出 系统 函数 表达 式 


~、_U(s) 1 1 
Nn Re ( 1 ] 
s 十 


RC 
系统 只 有 一 个 极点 位 于 一 去: 处 , 则 系统 的 频率 响应 为 
H(jw) = 志 丰 所 =| HOw) | erw 
i 
其 中 ， | H(ijw) |= RC 和 
yp(ow) =— 0 


根据 图 4-14, 分 析 当 w 从 0 沿 虚 轴 向 吕 变 化 时 ,频率 响应 随 之 变化 情况 : (1) 当 w=0 


时 ,Ai 一 起 "0= 0, 所 以 |HG0)|=1,9(0)=0; (2) 当 w 志 时 :A V2 志 洛 45”, 所 
i . 1 1 . or 
以 如 志 ]|- 专 *( 志 )-- 45"; (3) 当 woco 时 ,Ai 一 co,0 一 90", 所 以 | 刀 (jcc)| 一 0， 


9(co) 一 一 90"。 


jo 
R 
一 一 二 一 
十 十 
2(0 C= w() 
oo 
图 4-13 RC 低 通电 路 图 4-14 RC 低 通 电路 的 极点 向 量 


按照 上 述 分 析 可 画 出 幅 频 特性 曲线 和 相 频 特性 曲线 如 图 4-15 所 示 。 


(a) 幅 频 响应 (b) 相 频 响应 
4-15 ”RC 低 通 系统 的 频率 特性 


【 例 4-27】 已 知 二 阶 线性 连续 系统 的 系统 函数 为 互 (>) 一 二 试用 向 量 法 粗略 
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画 出 系统 的 幅 频 和 相 频 特性 曲线 。 
nd | nd 

钙 s 因 为 HOG Gri 

所 以 ,有 H(s) 有 一 个 零点 (zi 二 1) 和 两 个 极点 (ps 二 一 1 土 j2), 如 图 4-16 所 示 。 由 于 
有 H(s) 的 极点 都 在 左 半 平 面 ,因此 ,系统 的 频率 响应 可 由 系统 函数 得 到 

jw—1 

(jo 十 1 十 j2)(jo 十 1 一 j2) 
分 子 、 分 母 分 别 用 向 量 表示 为 : jw 一 1 二 Bet, jo 十 1 十 j2 一 Aiea , jw 十 1 一 j2 二 Ase% , 则 有 


HGw) = HGs) | ,i 


Yk Be B_ je-,) ; jp(w) 
H(ijw) i A 1 | HOw) | e 


了 __B 
幅 频 响应 为 1H(jw) | 三 AAs 
相 频 响应 为 gp(o) = $—0— 0 


由 图 4-16 分 析 可 知 : (1) 当 w=0 时 , Al 二 As 二 V5 ,0 b ,Bi 一 1,g% 一 x, 所 以 
IH(Gj0)|=0.2,9(0)=x; (2) 当 w=2 时 ,Ai=1,A:= V17,0 =0,0,=1.33,B=V5,$ 


2.03, 所 以 |H(Gj2)|=0. 54,9(2)==0.7; (3) 当 w>oo 时 ,Al、As 一 ,0 0 一 本 了 B 一 co,g 一 


羡 , 所 以 | 机 (jco)| 一 0,9(co) 一 一 二。 
根据 向 量 法 粗略 绘制 的 幅 频 特 性 曲线 和 相 频 特性 曲线 如 图 4-17 所 示 。 
IHio)lh 


ee 
02 
9| 


图 4-16 例 4-27 系统 函数 的 零 极 点 分 布 4-17 例 4-27 系统 的 频率 响应 


【 例 4-28】 用 MATLAB 求解 例 4-27。 
解 : 用 freqs 函数 产生 幅 频 特性 和 相 频 特性 ,代码 如 下 : 


num= [1 -1];den= [1 2 5]; 

sys = tf(num, den); 

poles = roots(den) 
subplot(2,2,1);pzmap(sys);axis([—1.51.5 -3 3]); 
t=0:0.02:10; 

h= impulse(num, den,t); 

subplot(2,2,2);plot(t, h);title( 'Impulse Response') 


| 


[H,w] = freqs(num, den); 
subplot(2,2,3);plot(w,abs(H))xlabel( '\omega') 
title( 'Magnitude Response') 
subplot(2,2,4);plot(w,angle(H))xlabel( '\omega’') 
title( 'Phase Response') 


运行 结果 如 图 4-18 所 示 。 


Impulse Response 
Pole-Zero Map 1 s 时 


站 + 
8 05 1 
电 
吕 0 OO. 
号 -2 x 
Ey : 05 
三 = 0 1 -0 5 10 
Real Axis (seconds-!) 
Magnitude Response Phase Response 
6 4 
0.5 
0.4 
03 
02 
-2 
.10 3 io0 0 上 10 
四 加 
图 4-18 例 4-28 图 


元 和 的 零点 、 极 点 图 ,并 面 出 该 


系统 的 冲 激 响应 (2) 的 波形 和 频率 响应 有 (jw) 的 曲线 ,判断 系统 是 低 通 、 高 通 、 带 通 、 带 阻 
中 哪 一 种 ? 
解 : 先 画 出 系统 的 幅 频 特性 曲线 ,再 判断 系统 的 类 型 。 代 码 如 下 : 


num=[100];den=[122]; 

sys = tf(num, den); 

poles = roots(den) 

subplot(2, 2,1);pzmap( sys); 

tio(l = 3.51.3 =33]) 

t=0:0.02:10; 

h= impulse(num, den,t); 
subplot(2,2,2);plot(t,h) 

title( 'Impulse Response') 

[H,w] = freqs(num, den); 
subplot(2,2,3);plot(w,abs(H) )xlabel( '\omega') 
title( 'Magnitude Response') 
subplot(2,2,4);plot(w,angle(H))xlabel( '\omega') 
title( 'Phase Response') 


【 例 4-29】 用 MATLAB 面 出 系统 函数 有 H(s) 二 


局 二 信和 统一 基于 MATLAB 的 方法 


行 结果 如 图 4-19 所 示 , 这 是 一 个 高 通 系 统 。 


测 


Impulse Response 


ee. Pole-Zero Map 0.5 
和 oF 
:| 
四 x -0.5| 
当 OF © at 
x E 
Bs -15 
| 
站 2 
三 -1 0 1 0 5 10 
Real Axis (seconds-!) 
Magnitude Response Phase Response 

1 4 
0.8 3 
0.6 

2 

0.4 
02 | ] 

%0 3 10 0%0 和 10 

四 外 
图 4-19 例 4-29 图 
4.6.4 系统 的 稳定 性 


1. 稳定 系统 
一 个 连续 系统 ,如 果 对 任意 有 界 输 入 产生 的 零 状态 响应 也 是 有 界 的 , 则 称 该 系统 是 有 界 
输入 有 界 输出 意义 下 的 稳定 系统 。 
即 对 有 限 正 实数 C; 和 C,, 若 |/(2) 1 三 Ci ,并且 |y:, (4)1 三 C,, 则 系统 是 稳定 系统 。 
判断 线性 连续 系统 是 稳定 系统 的 充分 必要 条 件 是 系统 的 冲 激 响 应 h(7) 绝 对 可 积 。 设 C 
为 有 限 正 实数 ,系统 稳定 的 充分 必要 条 件 可 表示 为 
| 病 1 | di 和 C<co (4-79) 


实际 应 用 中 ,通常 利用 互 (s*) 的 极点 分 布 来 判断 系统 的 稳定 性 。 根 据 极 点 的 分 布 状况 ， 
系统 可 分 为 稳定 的 ,临界 稳定 的 和 不 稳定 的 。 

(1) 稳定 系统 : 若 刀 (s) 的 极点 全 部 位 于 * 平 面 的 左 半 平面 . 则 系统 是 稳定 的 。 

(2) 临界 稳定 系统 : 车 有 H(s) 在 原点 或 虚 轴 上 有 单 阶 极点 ,其余 的 极点 全 部 位 于 s 平面 
的 左 半 平 面 , 则 系统 是 临界 稳定 的 。 

(3) 不 稳定 系统 : 若 及 (s) 的 极点 不 全 位 于 :平面 的 左 半 平 面 ,或 在 原点 或 虚 轴 上 有 高 


阶 重 极点 , 则 系统 是 不 稳定 的 。 
【 例 4-30】 已 知 LTI 因果 系统 的 系统 函数 为 Hi(s) 一 rs 'H,() = sg 8 
试 判 断 该 系统 的 稳定 性 。 


解 : (1) 由 系统 函数 Hi(s) 得 到 极点 为 
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两 极点 都 位 于 s 平面 的 左 半 平面 ,所 以 该 系统 是 稳定 的 。 

(2) 由 系统 函数 及 ;(s) 得 到 极点 为 

pi =—2, p:=4 

有 一 个 极点 位 于 * 平 面 的 右 半 平面 ,所 以 该 系统 是 不 稳定 的 。 

2. 罗斯 - 霍 尔 维 兹 准则 

根据 及 (3) 的 极点 判断 系统 稳定 性 的 方法 只 适用 于 低 阶 系统 ,对 于 高 阶 系 统 , 全 部 求 出 
其 极点 有 时 是 很 困难 的 。 罗 斯 和 霍 尔 维 效 提 出 了 一 种 * 域 判断 系统 稳定 性 的 方法 ,该 方 


法 避 开 了 求 系统 函数 的 极点 ,而 是 根据 系统 函数 分 母 多 项 式 的 系数 来 判断 系统 的 稳 
定性 。 
若 n 阶 连续 系统 的 特征 多 项 式 为 
A(s) 一 ass 十 ao-is 十"… 十 a1s 十 ao (4-80) 


其 中 ,ai 为 实 常数 。 系 统 函 数 理 (s) 的 极点 就 是 A(s) 二 0 的 根 ,车 A(s) 二 0 的 根 全 部 在 s 平 
面 的 左 半 平 面 , 则 系统 稳定 。 

根据 系统 特征 多 项 式 的 系数 判定 系统 稳定 的 准则 称 为 罗斯 - 霍 尔 维 兹 准则 (R-H 准 
则 )。 用 该 准则 判定 系统 的 稳定 性 包括 如 下 两 个 步骤 。 

(1) 将 AGs) 的 系数 a; 按照 如 下 规则 排列 并 根据 计算 得 到 一 个 阵列 ,该 阵列 称 为 罗斯 - 
霍 尔 维 兹 阵列 


A 了 0 
Ai 0 0 
Ao 0 0 


若 n 为 偶数 , 则 第 二 行 最 后 一 列 元 素 用 零 补 上 。 罗 斯 阵列 共有 nn 十 1 行 ,第 三 行 及 以 后 
各 行 的 元 素 按 以 下 公式 计算 : 


an Qe dn Qn 
A,-z = 一 也 卫 ,-: = 一 一 " 
nl |anl an-: nl | as-1 an 
Ee (4-81) 
1 Qnr 一 1 Qn-3 1 Ql Qn-5 
A,-s 王 一 ， B.-s =— i 
站 A,-: 4 B,-: ” A-: As-s Cz 


(2) 罗斯 - 霍 尔 维 兹 准则 : 罗斯 - 霍 尔 维 兹 阵列 中 第 一 列 元 素 符 号 改变 的 次 数 ( 从 正 值 
到 负 值 或 从 负 值 到 正 值 的 次 数 ) 等 于 A(s) 二 0 所 具有 的 实 部 为 正 的 根 的 个 数 。 因 此 系统 稳 
定 的 判断 依据 为 : 若 罗 斯 - 霍 尔 维 兹 阵列 第 一 列 元 素 的 符号 相同 , 则 互 (*) 的 极点 全 部 在 左 
半 平 面 ,因而 系统 是 稳定 系统 ,反之 ,系统 不 稳定 。 
【 例 4-31】 已 知 LTI 因果 系统 的 微分 方程 为 
yD+2Y DIY (GD) 十 2y(C) = PC 十 GO) 
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试 判断 该 系统 的 稳定 性 。 
解 : 由 微分 方程 得 到 系统 的 特征 多 项 式 为 
A(s) 一 呈 十 2 十 3s 十 2 
由 A(s) 的 系数 所 组 成 的 罗斯 - 霍 尔 维 兹 阵列 为 


和 
2 沪 
A，0 
> 
根据 式 (4-81) ,有 
下 洛 pi 
外 站 = A #0l- 


因为 罗斯 - 霍 尔 维 兹 阵列 第 一 列 元 素 全 大 于 零 , 所 以 该 系统 是 稳定 的 。 
【 例 4-32】 已 知 LTI 因果 系统 的 特征 方程 为 
8s: 十 23 十 3%2 十 s 十 1 一 0 


试 判断 该 系统 的 稳定 性 。 
解 : 由 A(s) 的 系数 所 组 成 的 罗斯 - 霍 尔 维 兹 阵列 为 
8 3 1 
多 了 雹 
A4。，B，0 
A! 0 
A 0 
根据 式 (4-81), 有 
As | 1 B， ;| | 1 Ai | | .Es 
2|2 1 2|2 0 一 1 1 3| 3 


因为 罗斯 - 霍 尔 维 兹 阵列 第 一 列 元 素 为 8.2、 一 1、3、1, 所 以 该 系统 是 不 稳定 的 。 
【 例 4-33】 用 MATLAB 判断 下 列 系统 是 否 稳定 。 


(5 十 Ts 二 2 205 二 了 


(1) Hi(s) = (2) H;(s) = 


解 : 通过 夯 出 零 极点 图 从 而 判断 系统 的 稳定 性 ,代码 如 下 。 


num= conv([1 1],[1 2]); den= conv([1 3],[1 9 20]); 
sys = tf(num, den); 

poles = roots(den) 
subplot(2,2,1);pzmap(sys); 

urioll = 3.3 3 = L551 
t=0:0.02:15; 

subplot(2,2,2); 

impulse( num, den, t); 

num= [2 0 2];den= conv([1 2],[11 -2]); 
sys = tf(num, den); 

poles = roots(den) 

subplot (2,2,3);pzmap( sys); 

wioll = 3.53.5 =1.51.51)3 


(s 十 3)(s 十 4)(s 十 5) (s 二 +2)(s 十 5 一 2) 


| 


t=0:0.02:15; 
subplot(2,2,4); 
impulse(num, den, t); 


运行 结果 如 图 4-20 所 示 。 
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图 4-20 例 4-33 图 
由 极点 位 置 可 知 : 系统 1 的 极点 全 部 位 于 左 半 平 面 , 其 冲 激 响应 在 (一 cc 时 为 0, 所 以 系 


统 是 稳定 的 ; 系统 2 有 一 个 极点 位 于 右 半 平面 , 且 其 冲 激 响应 在 一 2 时 不 为 0, 因 此 系统 不 


4.7 连续 系统 的 s 域 模拟 


线性 时 不 变 连 续 系统 的 输入 输出 关系 可 以 用 微分 方程 描述 ,也 可 以 用 方 框图 、 信 号 流 图 
来 表示 ,这 种 表示 避 开 了 系统 的 内 部 结构 ,而 集中 着 眼 于 系统 的 输入 输出 关系 ,使 对 系统 输 
入 输出 关系 的 考察 更 加 直观 明了 。 如 果 已 知 系统 的 微分 方程 或 系统 函数 ,我 们 也 可 以 用 一 
些 基 本 单元 来 构成 系统 , 称 为 系统 的 模拟 。 


4.7.1 基本 运算 器 的 s 域 模型 


1. 数 乘 器 ( 见 图 4-21) 
数 乘 器 的 表达 式 为 
Y(s) 一 aF(s) (4-82) 
2. 加 法 器 ( 见 图 4-22) 
加 法 器 的 表达 式 为 
Y(s) = F(s) + F,(s) (4-83) 
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3. 积分 器 ( 见 图 4-23) 
Y(s) = 


Fi(s) 
nn 
mM)—(0)—— rt) Be Ts) Fo 一 | 部 上 一 TO) 


图 4-21 数 乘 器 图 4-22 加 法 器 图 4-23 积分 器 


一 一 (4-84) 


4.7.2 连续 系统 的 s 域 模拟 


1. 微分 方程 描述 的 连续 系统 的 s 域 模拟 
车 一 阶 系统 的 微分 方程 为 
y (0) +aoylt) = fC02) (4-85) 
忽略 初始 状态 ,两 边 作 拉 氏 变换 ,有 
sY(s) +aoY(s) = F(s) (4-86) 
移 项 得 到 sY(s) 二 FF(s) 一 aoY(s) ,这 是 一 个 加 法 器 。 以 F(s) 为 输入 ,Y(s) 为 输出 ,可 得 到 该 
一 阶 系统 在 ; 域 的 模拟 框图 ,如 图 4-24 所 示 。 
若 二 阶 系统 的 微分 方程 为 


(CD 十 ay CD) 十 aoy( =f + f(D) (4-87) 
忽略 初始 状态 ,两 边 作 拉 氏 变换 ,有 
S2Y(S) 十 aisY(s) 十 aoY(s) = bisF(s) + boF(s) (4-88) 
Ys) = ee “F(s) = H(S)F(s) (4-89) 
引入 辅助 函数 X(Cs) ,并 令 
X(s) = 四 .Fs) (4-90) 
则 
5s XCs) = F(s) —alsX(s) —ao X(s) (4-91) 
把 式 (4-90) 代 入 式 (4-89), 则 有 
Y(s) = (0s 十 加 )X(C) = bsX(s) + bX(s) (4-92) 


式 (4-91) 和 式 (4-92) 两 个 方程 对 应 两 个 加 法 器 。 以 F(s) 为 输入 ,Y(s) 为 输出 ,可 得 到 
该 二 阶 系统 在 * 域 的 模拟 框图 ,如 图 4-25 所 示 。 


Fo | 1 BE 1 


4-24 一 阶 系统 的 * 域 模 拟 4-25 二 阶 系统 的 * 域 模拟 
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2. 系统 函数 描述 的 连续 系统 的 模拟 

1) 信号 流 图 

系统 的 信号 流 图 是 由 点 和 有 向 线段 组 成 的 线 图 ,用 来 表示 系统 的 输入 输出 关系 ,是 系统 
框图 表示 的 一 种 简化 形式 。 如 图 4-26 所 示 ,输入 输出 关系 为 YCs) 一 XC)HC)。 


Hs 
Xs) Ce) 


图 4-26 节点 、 有 向 线段 和 传输 函数 


关于 信号 流 图 ,下 列 名 称 定义 如 下 。 

(1) 节点 : 信号 流 图 中 表示 信号 的 点 称 为 节点 。 

(2) 支 路 : 连接 两 个 节点 的 有 向 线段 称 为 支 路 。 写 在 支 路 旁边 的 函数 称 为 支 路 的 传输 
函数 。 

(3) 源 点 与 汇 点 : 仅 有 输出 支 路 的 节点 称 为 源 点 , 仅 有 输入 支 路 的 节点 称 为 汇 点 。 如 
图 4-27 所 示 。 信 号 流 图 的 规则 如 下 。 


Ys) 


Xs) 


(a) 源 点 (b) 汇 点 
图 4-27 源 点 和 汇 点 


对 图 4-27(a) 的 源 点 有 
Yi(s) = X(HHiCs), Ys) = XH2(s), Ys(s) = X(S)Hs(s) (4-93) 
对 图 4-27(b) 的 汇 点 有 
Y(s) = Xi Cs) Hi(s) + XCs) Hs(s) + XCs) Hs) (4-94) 
(4) 开路 : 一 条 通路 与 它 经 过 的 任 一 节点 只 相遇 一 次 ,该 通路 称 为 开路 。 
(5) 回路 : 如 果 通 路 的 起 点 和 终点 为 同一 节点 ,并 且 与 经 过 的 其 余 节点 只 相遇 一 次 , 则 


该 通路 称 为 回路 。 
图 4-28 的 输入 输出 关系 为 
Xs) = XiCs) Hs) + Xs)H,(s) + XCs) Hs (s) (4-95) 
Vt = eles Yat) = XH NY (4-96) 


Fi(s) 


DPC) 
4-28 有 输入 支 路 和 输出 支 路 的 节点 


2) 连续 系统 的 信号 流 图 
根据 流 图 规则 ,基本 运算 器 可 用 信号 流 图 简化 ,如 图 4-29 所 示 。 
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F(s) -a) ws) Fs)o 二 oy(s) 
(a) 数 乘 器 
Ris) + “入 
本 Ti 
Fals) 
(b) 加 法 器 
L 
Fo 一 -| - ~JG) Fs)o 2 o Jr) 
(c) 积分 器 
Mm 
Fs) -=| H(s) - Ys) Fs)o 局 os) 
(d) 系统 


图 4-29 基本 运算 器 的 信号 流 图 
【 例 4-34】 某 LTI 连续 系统 的 s 域 模拟 如 图 4-30 所 示 , 试 画 出 该 系统 的 信号 流 图 。 


图 4-30 例 4-34 图 
解 : 先 标 出 系统 中 表示 信号 的 节点 。 除 了 输入 节点 和 输出 节点 外 ,加 法 器 的 输出 、 两 个 


积分 器 的 输出 分 别 设 为 X,(s)、Xs(s) 和 X;(s) ,并 且 有 
X1(s) = F(s) — al Xs(s) — ao Xs(s) 


bo ps | 
E23 


Et 
3 
YCs) = bX (5) + 6 Xs) + bo Xs Cs) 
根据 信号 关系 画 出 信号 流 图 ,如 图 4-31 所 示 。 


1 XG) ae 


Fls)o 


图 4-31 例 4-34 二 阶 系统 的 流 图 


第 4 章 ” 拉 普 拉 斯 变换 和 拉 普 拉 斯 分 析 |@ 161 


3) 梅森 公式 
梅森 公式 给 出 了 由 信号 流 图 求 系统 函数 也 (s) 的 简便 方法 。 
梅森 公式 为 
Spa, 
H(s) = 和 (4-97) 
式 中 ,A 是 信号 流 图 的 特征 行列 式 ,其 计算 公式 为 
=1— DLj+ OLoL, — DLoLoL,t+t+ (4-98) 


2 是 信号 流 图 中 所 有 回路 的 传输 函数 之 和 。L; 等 于 构成 第 j 个 回路 的 各 支 路 传输 
函数 的 乘积 。 >)L。L, 是 信号 流 图 中 所 有 两 个 不 相 接触 回路 的 传输 函数 乘积 之 和 。 若 两 个 回 
路 没有 公共 节点 或 支 路 , 则 称 这 两 个 回路 不 相 接触 。 >)L ,LL, 是 信号 流 图 中 所 有 三 个 不 相 


接触 回路 的 传输 函数 乘积 之 和 。 ~ 
加 表示 从 输入 节点 下 (5) 到 输出 节点 Y(5) 之 间 开 路 的 总 数 ， 
忆 表示 从 FF(s) 到 Y(s) 之 间 第 i 条 开路 的 传输 函数 , 它 等 于 第 1 条 开路 上 所 有 支 路 传输 


函数 的 乘积 。 
A; 称 为 第 i 条 开路 特征 行列 式 的 余 因 子 , 它 是 与 第 i 条 开路 不 接触 的 子 流 图 的 特征 行 
列 式 。 
【 例 4-35】 已 知 连续 系统 的 信号 流 图 如 图 4-32 所 示 。 求 该 系统 的 系统 函数 H(s)。 
GI(s) 
G(s) Gals) 
图 4-32 例 4-35 图 


解 : 由 系统 信号 流 图 可 知 , 它 共有 三 个 环 , 环 传输 函数 分 别 为 
Li = Hz(s)Gs(s) L; = Hs(s)Gs(s) Ls = H,(s)G,(s) 
其 中 ,Li 和 工 ; 是 两 两 不 相 接触 的 环 , 有 
LiLs = 再 (Cs)G CS) H,(s)G(s) 
从 输入 节点 FGs) 到 输出 节点 Y(s) 有 两 条 开路 ,开路 传输 函数 和 对 应 的 子 流 图 特征 行列 式 分 
别 为 
Pi = Hi()HA)H Hs), A=1 


P; = Hi(s)G1(s), Az = 1— Hs(s)Gs(s) 
根据 梅森 公式 ,得 到 系统 函数 为 
Hy = Pdr t+ PAs PiA + P:A; 
A 1— (Li+Lz+L:)+LiLs 


Hi(YH;()Hs (YH (+ Hi()G()[L1— Hs(s)Gs(s)] 
1—[LH;(s)G,(s) + Hs(s)Gs(s) 十 Hy(s)Gs(s) 1 HCs)Gs (5s) Hs)G(s) 
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4) 系统 函数 描述 的 连续 系统 的 模拟 

如 果 已 知 系统 函数 ,可 以 把 系统 函数 写成 梅森 公式 的 形式 ,从 而 画 出 系统 的 信号 流 图 ， 
最 后 转换 成 系统 的 模拟 框图 。 根 据 系统 的 复杂 程度 ,可 以 进行 不 同形 式 的 模拟 。 

(1) 连续 系统 的 直接 形式 模拟 。 以 二 阶 系统 为 例 , 如 果 二 阶 线性 连续 系统 的 系统 函数 为 

三 洗 


一 23 一 3 
H() 一 Fs (4-99) 
按照 梅森 公式 的 形式 ,把 系统 函数 重 写 为 
HM = (4-100) 


1—(5s 1!—6s:) 
根据 式 (4-100) 夯 出 系统 流 图 和 系统 框图 ,如 图 4-33 所 示 。 


(a) 二 阶 系统 的 信号 流 图 (b) 系统 模拟 框图 
图 4-33 系统 的 直接 形式 模拟 


(2) 连续 系统 的 串联 形式 模拟 。 如 果 线 性 连续 系统 由 个子 系 统 串联 组 成 ,如 图 4-34 


所 示 。 
图 4-34 系统 的 串联 模拟 
则 系统 函数 瓦 (s 为 


H(s) = Hi(s)» Hs(s)»。* »。 H.,(s) 
用 直接 形式 信号 流 图 模拟 各 子 系统 ,然后 把 子 系统 串联 起 来 , 即 可 得 到 系统 串联 形式 的 
信号 流 图 。 子 系统 可 采用 一 阶 和 二 阶 系统 。 


【 例 4-36】 已 知 线性 连续 系统 的 系统 函数 为 HGs) 二 一 2 二 1 , 求 系统 串联 形 


(ss 2 
式 信号 流 图 和 系统 模拟 框图 。 
解 : (1) 用 一 阶 子 系统 串联 来 模拟 系统 。 有 H(s) 又 可 以 表示 为 
2 二 
| 
2s 2 


eh 
1 


H(s) = 


心 


和 过 
i 


Ga SEs Ed | 


则 由 一 阶 子 系统 串联 的 信号 流 图 如 图 4-35 所 示 ,而 与 该 信号 流 图 对 应 的 系统 模拟 框图 
如 图 4-36 所 示 。 


2 1 
一 一 一 人 

Fls)e 由 CN J 二 MY 7 上 olfs) 
-3 -2 1 


图 4-35 例 4-36 串联 形式 的 信号 流 图 1 


(2) (1) 

We A 

F(s) 1 | ! ji 全 了 = Vs) 
G)- Os 


图 4-36 例 4-36 一 阶 子 系统 串联 的 系统 模拟 框图 


(2) 用 一 阶 和 二 阶 子 系统 串联 来 模拟 系统 。H(s) 又 可 以 表示 为 


| 
HO i 二 吉祥 
2 2 
pe fe 
s 十 1 5S -1 十 5 


一 
则 得 到 由 一 阶 和 二 阶 子 系统 串联 的 信号 流 图 如 图 4-37 所 示 。 而 与 该 信号 流 图 对 应 的 
系统 的 模拟 框图 如 图 4-38 所 示 。 


Fs) 


图 4-38 例 4-36 一 阶 子 系统 和 二 阶 子 系统 串联 的 系统 框图 
(3) 连续 系统 的 并 联 形式 模拟 。 若 系统 由 交 个 子 系统 并 联 组 成 ,如 图 4-39 所 示 。 
则 系统 函数 吾 (s) 为 
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H(s) = Hi(s) 十 再 :Cs) 十 … 十 五,(Cs) 
用 直接 形式 信号 流 图 模拟 各 子 系统 ,然后 把 子 系统 并 联 起 来 , 即 可 得 到 系统 并 联 形式 的 
信号 流 图 。 


Rs, 25C5+1) jy 
【 例 4-37】 已 知 线性 连续 系统 的 系统 函数 为 H(s) 一 9) 二 一 5) *" 求 系 统 并 联 形 


式 信 号 流 图 。 
解 : (1) 用 一 阶 子 系统 并 联 来 模拟 系统 。 互 (s) 又 可 以 表示 为 
2sG 十 1) :7 
HOS DGTDG= 0 Ti si ts=1 
本 d=_3 _ Eg 
对 Hi(s) 5 十 3 1 一 (一 3s) 
一 4/3 4 1! 
NA 二 了 “2 
Hy) = 3 =1.- 


则 仅 由 一 阶 子 系统 构成 的 并 联 形 式 的 系统 流 图 为 


Hi(s) 
Fo 二 二 Ys) 
F(s) ~) Ho(s) - ~ Hs) 
由 
Hn(s) 
图 4-39 系统 的 并 联 模拟 图 4-40 例 4-37 并 联 形式 的 信号 流 图 1 


(2) 用 一 阶 和 二 阶 子 系统 并 联 来 模拟 系统 。H(s) 又 可 以 表示 为 
HOS) 2s(s 二 1) 2s(s* 十 1) 3 一 s 十 2 


(s 二 3)(s: 十 s 一 2) (s 二 3)(s 二 2)(s—1) 二 
今 -3 -3 
HD Sp T= 
= c= ek 一 2 
jy s+2 i 


s 十 5 一 2 1 一 (一 导 十 2s 2) 
根据 Hi(s) 为 H;(s) 夯 出 并 联 形式 的 信号 流 图 如 图 4-41 所 示 。 


4-41 例 4-37 并 联 形式 的 信号 流 图 2 
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习题 
4-1 求 下 列 信号 的 双边 拉 氏 变换 并 确定 其 零 极点 和 收敛 域 。 
Cat 2 et 2)s (2) e Ye(—1); 
Ca es (4) e ‘Ee(1)+e “ee(—t); 
(5) (1 一 er9e( 一 0); (6) 6(1—3), 
4-2 求 如 图 4-42 所 示 各 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 ,并 注 明 收 敛 域 。 
Oh fOh 
1 2| 
Ea | 
ol T 1 ol | i 1 
(人 (b) 
/Oh /0 
1 sin(xn) 1 
ol 1 1 ol 1 2. 下 
(9) (d) 
图 4-42 题 4-2 图 
4-3 利用 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 , 求 下 列 信号 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 
(1) ere(D) 一 er2e(L 一 2); (2) 6(1)+360—1)—26 (1—2); 
(3) cos(xt)(e(1)—e(t—1)); (4) 6(41—2); 
(5) e'sin(1—2)e(1—2); (6) sin[( 2 一 至 je(0， 
下 
(7) 6(21+1); (8) [sin(xo)e(0]; 
C9) | sinCxD ders (10) Oe 0®, 
0 
(11) fie?e (1); (12) ie-ae(t 一 1)。 
4-4 求 下 列 有 始 周期 信号 的 单 边 拉 氏 变换 。 
十 co + 
(1) > [ed 十 3 一 ed 一 3 一 1)]; (2) >)[6(4 十 四 一 84 一 2 一 1D)]; 
Ft 翁 


(3) > )sin(xi)[eC 一 22) 一 e(t 一 22 一 1)]。 


4-5 求 下 列 象 函 数 F(s) 的 原 函 数 的 初 值 F(0+ ) 和 终 值 FCcc) 。 
d= C29. HS=+1 


G41 G42) ss+1)° 
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4-6 如 已 知 因果 信号 /的 象 函 数 F(s) 一 二 一 二, 求 下 列 信号 y(2) 的 象 函 数 Y(s)。 


(1) “7(#); (2) (一 1D) 7 一 1); 
(3) re-f (21—1); (4) (一 D)27(21 一 1)。 
4-7 求 下 列 象 函数 的 双边 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 
=2 =2 
(CD ca 1<o<3 (2) ea ls 
二 = s(2s 二 1) 
rT TE 
4 一 3 十 4 
(5) 二 ,co<0; (6) tape rr ,一 1<o<0。 


4-8 ” 求 下 列 各 象 函数 F(s) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 F(Cz) 。 
i | 5 二 5 


() ais: (2) is; 
te) se 中 贡生 

(5) ey (6) ey: 
[wn ry (8) Dp 
(9) 二 2 (10) < 

(11) ee, (12) es, 


4-9 下列 象 函数 F(s) 的 原 函 数 /(1) 是 1 二 0 接 人 的 有 始 周期 信号 , 求 周 期 了 并 写 出 其 
第 一 个 周期 (0 二 :二 T) 的 时 间 函 数 表 达 式 f1 (1)。 


《1 (2 


> i 
l+e™s” Te 


3) tT DFe ny. 

4-10 用 拉 普 拉 斯 变换 法 解 微分 方程 

yOD+5y (CO 十 6y() = 3f0) 

的 零 输 入 响应 和 零 状 态 响 应 。 

(1) 已 知 f(2)=e0), y(0-)=1, y (0-)=2。 

(2) 已 知 f(2)=eT'e(), y(0-)=0, y'(0- )=1。 

4-11 描述 某 LTI 系统 的 微分 方程 为 

yD+Iy (CD 十 2y(G) = f+4f0) 

求 在 下 列 条 件 下 的 零 输 入 响应 和 零 状 态 响应 。 

(1) f()=e(t), y(0-)=0, y (0-)=1。 

(2) f(1)=e el), y(0_)=1, y (0- )=1。 

4-12 求 下 列 方程 所 描述 的 LTI 系统 的 冲 激 响应 (7) 和 阶 跃 响应 g(7)。 


* 
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(1) y D+A4y D+Iy 0 = 0 —3f0); 
(2) yD+TIy D+1IOyWD = +9F (D+) 
4-13 已 知 系统 函数 和 初始 状态 如 下 , 求 系统 的 零 输 入 响应 y.; (1) 


到 4 十 4 二 _» i 
CD HG) = crs 0 =y 0)=y(0)=1; 
(2) H()=2T1,y(0)=y 60)=y (0_)=1, 


5s 十 4 
如 果 系 统 的 输入 信号 f(1) 二 6(1 一 2) , 求 上 述 系 统 的 零 状 态 响应 。 
4-14 在 如 图 4-43 所 示 电 路 中 ,L==2H, C=0. 1F, R=100Q, 求 : 


(1) 电压 转移 函数 HG) 一 下 全 
s(s) 


(2) HH(s) 的 零 极 点 并 夯 出 s 平面 零 , 极 点 分 布 ; 
(3) 系统 的 冲 激 响 应 和 阶 跃 响应。 
4-15 在 如 图 4-44 所 示 电 路 中 , 求 电容 电压 wc (7) 的 冲 激 响应 和 阶 跃 响应 。 


瑟 20 
~ 
+ + 这 19 十 
wo 人 |) c 二 J]u0 © i Fw 
s 到 2H 全 
图 4-43 题 4-14 图 图 4-44 题 4-15 图 


4-16 在 如 图 4-45 所 示 电 路 系统 ,已 知 un (1) 二 2V ,ws (4) 二 4V, 其 他 电路 参数 如 图 4-45 
所 示 。4<<0 时 电路 已 达 稳 态 ,1 二 0 时 开关 S 由 位 置 1 接 到 位 置 2。 求 /三 0 时 电感 电流 i (7) 
的 完全 响应 、 零 输入 响应 和 零 状 态 响 应 。 

4-17 在 如 图 4-46 所 示 电 路 中 ,1 二 0 时 电路 已 达 稳 态 ,1 二 0 时 开关 打开 。 试 求 电流 


响应 。 
10 19 
S LE 
Vi 

+ 
+ + IF 下 ue 1H 十 ~ =0 

Si Us2 完 

4-45 题 4-16 图 图 4-46 题 417 图 


4-18 某 因果 线性 时 不 变 系统 满足 如 下 方程 
y (D+2y0) 一 | /Wem dt /0 


求 : (1) 系统 函数 H(s); 
(2) 画 出 系统 零 极点 图 和 系统 方 框图 ; 
(3) 输入 f()= 二 eT'e (1 一 2) 时 的 零 状 态 响应 。 
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4-19 已 知 线性 连续 系统 的 系统 函数 的 零 极点 图 如 图 4-47 所 示 , 求 : 
(1) 车 昌 ( 吕 ) 二 1, 图 4-47(a) 对 应 系统 的 系统 函数 H(s); 

(2) 若 五 (0) 王 一 1, 图 4-47(b) 对 应 系统 的 系统 函数 H(s); 

(3) 频率 响应 瓦 (jw) ,粗略 画 出 系统 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 。 


图 4-47 题 4-19 图 
4-20 已 知 线性 连续 系统 的 系统 函数 如 下 , 试 判断 该 系统 的 稳定 性 。 


= i 
(CD HOO) =a rs: (2) HD — 


i CO HO pes 
4-21 已 知 某 连续 系统 的 特征 多 项 式 为 
D(s) 5 十 3s%5 十 6s5 十 10s% 十 11s3 十 9s: 十 6s 十 2 
试 判断 该 系统 的 稳定 情况 。 
4-22 如 图 4-48 所 示 系 统 框图 ,为 使 系统 稳定 , 试 求 K 的 取 值 范围 。 


(3) H(s)= 


Se) | s+k lL Vs 
Rs) s(s+1) S+2 YT) 
图 4-48 题 4-22 图 
4-23 已 知 线性 连续 系统 的 信号 流 图 如 图 4-49 所 示 , 试 分 别 求 图 4-49(a) 和 图 4-49(b) 


的 系统 函数 H(s)。 
4-24 已 知 线性 连续 系统 的 微分 方程 为 
YD+3y 0) —2y0) = 0+27 (0 +3f0) 
(1) 写 出 系统 的 系统 函数 HH(5); 
(2) 画 出 系统 的 信号 流 图 ， 
(3) 画 出 系统 零 极点 图 和 系统 方 框图 。 
4-25 某 系 统 的 系统 函数 有 H(s) 的 零 极 点 分 布 如 图 4- 50 所 示 , 且 已 知 : 瓦 Cs) |,-, 王 一 1。 
(1) 求 系统 函数 H(s); 
(2) 若 激励 信号 /(7) 二 el1) , 求 系统 的 零 状 态 响 应 y., (1); 
(3) 运用 矢量 作 图 方法 ,粗略 画 出 系统 的 幅 频 与 相 频 特性 曲线 ; 
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(4) 画 出 系统 直接 型 模拟 框图 或 信号 流 图 。 


Fls)o—~ oN(s) 


Ga(s) 


(b) 
图 4-49 题 4-23 图 图 4-50 题 4-25 图 


4-26 已 知 线性 连续 系统 的 系统 函数 如 下 ,试用 直接 形式 、 串 联 形 式 和 并 联 形式 模拟 
系统 ,要 求 分 别 画 出 系统 信号 流 图 和 系统 的 模拟 框图 。 


__st+5 :55 寺 6.” 
i (2 HO gee 


4-27 试用 MATLAB 求 题 4-3 各 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 。 

4-28 试用 MATLAB 求 题 4-8 各 象 函 数 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 。 
4-29 ”试用 MATLAB 绘制 题 4-8 各 象 函数 的 零 极 点 图 。 

4-30 ”试用 MATLAB 求解 题 4-10 的 零 输 入 响应 和 零 状态 响应 。 
4-31 试用 MATLAB 求 解 题 4-11 的 零 输 入 响应 和 零 状态 响应 。 
4-32 试用 MATLAB 求 解 题 4-12 的 冲 激 响应 和 阶 跃 响应 。 
4-33 试用 MATLAB 绘制 题 4-19 的 系统 的 频率 响应 有 曲线。 
4-34 试用 MATLAB 判断 题 4-20 的 系统 的 稳定 性 。 


傅 里 时 分 析 
和 拉 普 拉 斯 分 析 的 应 用 


5.1 引 富 


通信 是 傅 里 叶 分 析 的 典型 应 用 领域 。 本 章 用 实例 说 明 信 号 和 系统 的 频率 表示 如 何 应 用 
在 通信 中 ,并 介绍 在 通信 中 使 用 的 调制 .带宽 和 频谱 等 概念 。 通 信 系 统 由 三 部 分 组 成 :发 射 
机 、 信 道 和 接收 机 。 通 信 的 目的 是 将 消息 通过 信道 传送 至 接收 机 。 消 息 是 一 个 信号 ,例如 语 
音 或 音乐 信号 ,一 般 包 含 的 都 是 低频 率 信和 号。 消息 的 传输 可 以 通过 无 线 电波 来 完成 ,也 可 以 
通过 一 根 连 接 发 射 机 和 接收 机 的 导线 来 完成 ,或 将 二 者 结合 起 来 一 一 由 此 构成 具有 不 同 特 
性 的 信道 。 电 话 通信 可 以 用 导线 ,也 可 以 不 用 导线 ,而 无 线 电 广 播 和 电视 都 是 无 线 的 。 在 通 
信 系 统 的 分 析 和 设计 中 ,通过 傅 里 叶 变换 建立 起 来 的 频率 以 及 带宽 ,频谱 和 调制 等 概念 是 最 
基础 的 内 容 。 本 章 将 介绍 有 关 通 信 中 的 问题 ,并 将 它们 与 传 里 叶 分 析 联 系 起 来 ,这 个 课题 的 
进一步 分 析 读者 可 参考 通信 和 领域 方面 的 优秀 书籍 。 本 章 涉 及 的 另 一 个 课题 是 模拟 滤波 器 的 
设计 。 滤 波 是 LTI 系统 在 通信 ,控制 和 信号 处 理 中 非常 重要 的 应 用 。 本 章 介 绍 的 这 个 课题 
的 内 容 只 是 基础 部 分 ,我 们 将 举例 说 明 滤 波 器 设计 和 实现 中 与 信号 和 系统 有 关 的 重要 问题 。 

拉 普 拉 斯 变换 在 许多 工程 领域 都 有 应 用 ,尤其 是 在 控制 领域 ,本 章 将 阐明 拉 普 拉 斯 变换 
是 如 何 与 经 典 控制 理论 和 现代 控制 理论 相 联系 的 。 经 典 控制 理论 的 目的 是 利用 频 域 的 方法 
改变 已 知 系统 的 动力 学 特性 ,从 而 达到 所 期 望 的 响应 。 这 通常 是 由 一 个 控制 器 反馈 连接 到 
一 个 装置 上 来 完成 的 ,该 装置 是 一 个 系统 ,例如 一 台 发 动机 、 一 个 化 学 装置 或 一 辆 汽车 ,总 之 
我 们 想 要 控制 该 系统 使 之 以 某 种 方式 产生 响应 。 控 制 器 也 是 一 个 系统 , 它 需 要 被 设计 成 使 
该 装置 能 够 跟随 一 个 预定 的 参考 输入 信号 ,通过 将 装置 的 响应 反馈 至 输入 端 ,就 可 以 判断 该 
装置 如 何 对 控制 器 作出 响应 。 常 用 负 反 馈 产生 一 个 误差 信号 ,根据 这 个 误差 信号 能 够 对 控 
制 器 的 性 能 作出 评价 。 传 输 函数 、 系 统 稳定 性 和 利用 拉 普 拉 斯 变换 获得 各 种 不 同 的 响应 类 
型 等 概念 在 经 典 控制 系统 的 分 析 和 设计 中 非常 有 用 。 

现代 控制 理论 与 此 不 同 , 它 用 时 域 的 方法 来 表征 和 控制 系统 。 状 态 变 量 的 表示 是 一 种 
比 转移 函数 更 通用 的 表示 方法 ,因为 它 允许 包含 初始 条 件 , 而 且 能 够 方便 地 推广 到 多 输入 多 
输出 的 一 般 情况 中 。 状 态 变量 理论 与 线性 代数 和 微分 方程 有 着 密切 的 联系 。 本 章 将 介绍 状 
态 变 量 的 概念 ,状态 变量 与 转移 函数 的 关系 、 拉 普 拉 斯 变换 在 求全 响应 中 的 应 用 以 及 拉 普 拉 
斯 变换 在 由 状态 方程 和 输出 方程 求 转移 函数 中 的 应 用 。 本 章 的 目的 是 引出 经 典 控制 理论 和 
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现代 控制 理论 中 的 一 些 问题 ,并 将 它们 与 拉 普 拉 斯 分 析 相 关联 。 关 于 其 更 深入 的 分 析 可 以 
在 很 多 控制 论 的 优秀 著作 中 找到 。 


5.2 连续 信号 的 抽样 定理 


前 面 各 章 讨论 的 连续 时 间 信 号 也 称 为 模拟 信号 ,此 类 信号 实际 上 是 模拟 欲 传输 的 信息 
而 得 到 的 一 种 电流 或 电压 。 由 于 受 诸多 因素 的 限制 ,一 般 模 拟 信号 的 加 工 处 理 质 量 不 高 。 
而 数字 信号 仅 用 0、1 来 表示 , 它 的 加 工 处 理 比 模拟 信号 有 着 无 可 比拟 的 优越 性 ,因而 受到 广 
泛 重 视 。 随 着 数字 技术 及 电子 计算 机 技术 的 迅速 发 展 , 数 字 信 号 处 理 得 到 越 来 越 广泛 的 应 
用 ,电子 设备 的 数字 化 也 已 成 为 一 种 发 展 方向 。 

要 得 到 数字 信号 ,往往 首先 要 对 表示 信息 的 模拟 信号 进行 抽样 ,从 而 得 到 一 系列 离散 时 
刻 的 样 值 信号 ,然后 对 此 离散 时 刻 的 样 值 信号 进行 量化 编码, 就 可 得 到 数字 信和 号。 可 见 ,这 
里 的 一 个 关键 环节 就 是 抽样 。 现 在 的 问题 是 ,从 模拟 信号 /(4) 中 经 抽样 得 到 的 离散 时 刻 的 
样 值 信号 f;(W) 是 否 包 含 了 了 (7) 的 全 部 信息 , 即 从 离散 时 刻 的 样 值 信号 太 (2) 能 否 恢复 原来 
的 模拟 信号 /(1)? 抽样 定理 正 是 说 明 这 样 一 个 重要 问题 的 定理 , 它 在 通信 理论 中 占有 相当 
重要 的 地 位 。 

信号 /(4) 抽 样 的 工作 原理 可 用 图 5-1 表述 。 抽 样 器 相当 于 一 个 定时 开关 , 它 每 隔 人 
秒 闭合 一 次 ,每 次 闭合 时 间 为 + 秒 ,从 而 得 到 样 值 信号 /. (7)。 

f(D RD) 


四 
5-1 连续 信号 的 抽样 


图 5-1 所 示 的 抽样 原理 从 理论 上 分 析 可 表述 为 7Cz) 与 抽样 脉冲 序列 Pr (2) 的 乘积 , 即 

f.(2) 一 7。Pr (2) (5-1) 

式 中 的 抽样 脉冲 序列 Pr. (0 如 图 5-2 所 示 。 它 实际 上 就 是 以 前 所 讨论 过 的 周期 矩形 脉冲 函 
数 , 可 表示 为 

Pr.(1) = 六 get—nT,) (5-2) 


| 


1 
-TO0 I 


5-2 周期 脉冲 序列 


如 果 抽 样 脉冲 序列 是 周期 冲 激 函 数 序列 Sr. (7) , 则 抽样 得 到 的 样 值 函 数 也 为 一 冲 激 函 
数 序 列 ,其 各 个 冲 激 函 数 的 冲 激 强 度 为 该 时 刻 (7) 的 瞬时 值 。 这 种 抽样 称 为 理想 抽样 , 理 
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想 抽 样 的 过 程 及 有 关 波形 如 图 5-3 所 示 。 
7JO on) AO 


XxX 1 区 本 
dN, I 
图 5-3 周期 冲 激 函数 序列 抽样 
1. 抽样 定理 


连续 时 间 信 号 7(z) 的 时 域 抽样 定理 可 表述 为 : 最 高 频率 为 各 (Hz) 的 带 限 信号 ,由 它 
在 均匀 间隔 上 的 抽样 值 唯一 地 决定 ,只 要 其 抽样 间隔 T， 小 于 或 等 于 5 Cs)。 


由 抽样 定理 可 知 , 要 求 被 抽样 的 信号 7(z) 为 带 限 信号 , 即 频带 有 限 的 信号 ,其 最 高 频率 
为 f ;最 高 角 频 率 wm 三 2x 广 , 即 当 |ow| 二 on 时 ,F(jw) 二 0。 带 限 信和 号 及 其 频谱 示意 图 如 
图 5-4 所 示 。 


0) Fli®) 


f() =—~ Fljo) 


oOo 四 
图 5-4 带 限 信号 及 其 频谱 
设 信号 /(1) 为 带 限 信 号 ,其 最 高 频率 分 量 为 [5, 最 高 角 频 率 为 ww 二 2xfs: 即 当 |w| 二 
wn 时 ,下 (jw) 二 0。 带 限 信 号 /(4) 经 过 理想 抽样 后 的 时 域 及 频 域 波形 如 图 5-5 所 示 。 
CD = CD) or (CD) = Du—nT) = DT —nT) (5-3) 


/.(0) 为 每 隔 工 秒 均匀 抽样 而 得 到 的 样 值 函 数 , 它 是 一 个 冲 激 函 数 序列 ,各 冲 激 函 数 的 
冲 激 强度 为 该 时 刻 /CD 的 值 。 
由 前 面 意 节 的 内 容 已 知 , 周 期 冲 激 函 数 8r (2) 的 频谱 密度 函数 为 
6n(w) = 0 5 6w—n0) (5-4) 
由 于 f(D) 三 (2)。67, (4) ,根据 傅 里 叶 变换 的 频 域 卷 积 性 质 , 有 


FLf.0)]= 去 [FGw) wl 3 dw —nd)]= 全 SY pOw)x d= 


nm 一 一 co 


= 未 Fon0)) (5-5) 


如 图 5-5 所 示 , 只 要 0 宇 2w, 样 值 函 数 f(D) 的 频谱 F,(jw) 就 周期 性 地 重复 着 FGjw)， 
而 不 会 发 生 重合。 


由 于 要 求 0>2w, 即 候 之 4/。, 可 得 等 效 条 件 为 :T, 三 ,我 们 把 最 大 允许 的 抽样 间 


隔 T.==5j- 称 为 奈 克 斯 特 间 隔 ,把 最 低 多 许 的 抽样 频率 玫 .二 2fn 称 为 奈 奎 斯 特 频率 。 
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图 5-5 ”信号 抽样 分 别 在 时 域 和 频 域 的 过 程 


上 而 的 分 析 表 明 , 只 要 以 小 于 夺 硅 斯 特 间 隔 可 -- 秒 对 信号 了 (2) 均匀 抽样 ,那么 得 到 的 样 
值 函数 /,(7) 的 频谱 密度 函数 下 (jw) 就 是 下 (jw) 的 周期 性 复制 ,因而 样 值 函数 (jw) 就 包含 
了 /Co 的 全 部 信息 。 
2. (0 的 恢复 
当 样 值 函数 六 (2) 经 过 一 个 截止 频率 为 wm 的 理想 低 通 滤波 器 ,就 可 从 F, (jw) 中 取出 
F(jw) ,从 时 域 来 说 ,这 样 就 恢复 了 连续 时 间 信 号 FCz) , 即 
F(jo) = F.(jw) » H(ijw) (5-6) 
式 中 ,有 HGjw) 为 理想 低 通 滤波 器 的 频率 特性 。H(Gjw) 的 特性 为 
T, |w| 委 own 


H(jw) = (5-7) 
0 lw | wn 
信号 的 恢复 过 程 如 图 5-6 所 示 。 
AD f0 
f(D) ff 
| 理想 低 通 小波 器 上- 
Ol 7 6 
Fj®) x H(iw) = Fljw) 
a hm Mo Fljw) 
TAY/ 人 
-om O| om -onO| on © -onO[ wm 人 


5-6 ”信号 的 恢复 过 程 
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3. 周期 矩形 脉冲 抽样 
周期 矩形 脉冲 抽样 可 表示 为 
f.0) = FCD。Pr 0) (5-8) 


由 于 f(D 三 1(L)。Pr, (CO ,同样 ,根据 传 里 叶 变换 的 频 域 卷 积 性 质 , 可 得 


F[L/.(0)]= 支 [FGw * >) 经 so[ 交 js 一 xo)] 


Pr Wn PE 3 sa (PE ja —n0) (5-9) 


5) sa (Pr )rtic a (5-10) 


周期 矩形 脉冲 抽样 原理 如 图 5-7 所 示 。 
/Oh Flio)h 


= = 
人 

(a) 了 (0 的 波形 及 其 频谱 
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(b) Pi(D 的 波形 及 其 频谱 
上 Fw)h 


有 
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(oO) .AD 的 波形 及 其 频谱 


图 5-7 周期 矩形 脉冲 抽样 


5.3 ”人 里 叶 分 析 在 通信 系统 中 的 应 用 


本 节 涉 及 滤波 器 的 设计 。 滤 波 是 LTI 系统 在 通信 控制 和 信号 处 理 中 非常 重要 的 应 
用 。 本 节 将 举例 说 明 滤波 器 设计 和 实现 中 与 信号 和 系统 有 关 的 重要 问题 。 


5.3.1 信号 的 调制 和 解 调 

两 个 信号 在 时 域 的 乘法 运算 通常 用 来 实现 信号 的 调制 , 即 由 一 个 信号 去 控制 另 一 个 信 
号 的 某 一 个 参量 。 信 号 的 调制 在 通信 和 领域 的 应 用 非常 广泛 。 例 如 用 一 个 低频 的 正弦 波 信和 号 
去 控制 另 一 个 频率 较 高 的 正六 波 信号 的 幅 值 , 则 产生 一 个 振幅 调制 信号 ,又 称 调幅 波 。 与 产 
生 调 幅 波 的 原理 相似 ,还 可 以 产生 调频 波 、 调 相 波 和 脉冲 调制 波 等 。 

使 用 Modulate 函数 来 实现 信号 的 调制 。 有 下 面 两 种 调用 格式 。 
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(1) Y 王 Modulate(X,Fc,Fs,METHOD,OPT): 其 中 频率 为 Fc, 采 样 频率 为 Fs, 载 波 
调制 原 信号 为 X, 且 Fs>2XFc 二 BW.BW 为 原 信 号 X 带宽 ,METHOD 为 调制 方法 ,例如 
调频 FM、\ 调 幅 AM`\ 调 相 PM,OPT 为 额外 可 选 的 参数 ,具体 由 调制 方法 而 定 。 

(2) [Y,T]==Modulate(X,Fc,Fs,METHOD,OPT): 这 里 多 出 的 工 为 与 Y 同 长 的 时 
间 向 量 。 

相关 MATLAB 程序 如 下 : 


% 产生 调制 信号 (AM) 

clf; 

n= [0:256];Fc= 100000;Fs= 1000000;N= 1000; 

xn= abs(sin(2* pix n/256)); 

xf = abs(fft(xn,N) );Y2 = modulate(xn, Fc, Fs, 'am'); 
subplot(211); plot(n(1:200), y2(1:200)); 

xlabel( ' 时 间 (s) ') ;ylabel( ' 幅 值 ') ;title( ' 调 幅 信 号 '); 
yf = abs(fft(y2, N)); 

subplot(212); stem(yf(1:200)); 

xlabel( ' 频 率 (H) ') ;ylabel( ' 幅 值 '); 


调制 信号 产生 的 调幅 调制 结果 如 图 5-8 所 示 。 


1 调幅 信号 ， 


幅 值 
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频率 (H) 


图 5-8 调幅 信号 及 其 频谱 
在 上 面 程 序 的 基础 之 上 加 上 以 下 程序 段 可 以 实现 解 调 的 操作 。 


名 解 调 (2M) 

xo = demod( y2, Fc, Fs, ‘am'); 

figure; subplot(211); 

plot(n(1:200),xn(1:200)); title( ' 原 信号 '); subplot(212) 
plot(n(1:200),2* xo(1:200)); 

title( ' 解 调 信 号 '); axis([1 200 0 1]); 


解 调 结果 如 图 5-9 所 示 。 
# 产 生 调 制 信号 (FM) 
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原 信号 
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1 解 调 信号 
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图 5-9 原 信号 与 解 调 信号 


clc;close all;clear; 

n= [0:256];Fc= 100000;Fs= 1000000;N= 1000; 
xn=abs(sin(2* pix n/256)); 

xf = abs(fft(xn, N)); 

Y2 = modulate(xn, Fc, Fs, 'fm'); 
subplot(211); 

plot(n(1:200), y2(1:200)); 

xlabel( ' 时 间 (s)') ;ylabel( ' 幅 值 '); 
title( ' 调 频 信号 '); yf = abs(fft(y2,N)); 
subplot(212);stem(yf(1:200)); 

xlabel( ' 频 率 (H) ') ;ylabel( ' 幅 值 '); 


调制 信号 产生 的 调频 调制 结果 如 图 5-10 所 示 。 
调频 信号 
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0 20 40 120 140 160 180 200 


时 间 (s) 


频率 (H) 


图 5-10 ”调频 信号 及 其 频谱 
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在 上 面 程序 的 基础 之 上 加 上 以 下 程序 段 可 以 实现 信号 解 调 的 操作 。 


名 解 调 (FM) 

xo = demod(y2, Fc, Fs, 'fm'); 

figure 

subplot(211) 
plot(n(1:200),xn(1:200)); 

title( ' 原 信号 ') ; subplot(212) 
plot(n(1:200),1.6* xo(1:200)); 
title( ' 解 调 信号 ');axis([1 200 0 1]); 


程序 产生 的 图 形 和 AM 解 调 类 似 , 这 里 不 再 给 出 。 
% 产生 调制 信号 (PM) 


clce;close all;clear; 

n= [0:256];Fc= 100000;Fs= 1000000;N= 1000; 

xn=abs(sin(2* pi*x n/256)); 

xf =abs(fft(xn, N)); y2 = modulate(xn, Fc, Fs, ‘pm'); 
subplot(211);plot(n(1:200), y2(1:200)); 

xlabel( ' 时 间 (s) ') ;ylabel( ' 幅 值 '); 

title( ' 调 相信 号 '); yf = abs(fft(y2,N)); 

subplot(212) ;stem(yf(1:200));xlabel( ' 频 率 (H) ') ;ylabel( ' 幅 值 '); 


调制 信号 产生 的 调 相 信号 及 其 频谱 结果 如 图 5-11 所 示 。 
调 相信 号 
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图 5-11 调 相信 号 及 其 频谱 
在 上 面 程序 的 基础 之 上 加 上 以 下 程序 段 可 以 实现 解 调 的 操作 。 


名 解 调 (PM) 

xo = demod(y2, Fc, Fs, 'pm'); 
figure 

subplot (211) 
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plot(n(1:200),xn(1:200)); 

title( ' 原 信号 ') ;subplot(212) ;x0 = x0/3.15 
plot(n(1:200), xo(1:200)); 

title( ' 解 调 信 号 ');axis([1 200 0 1]); 


程序 产生 的 图 形 和 AM 解 调 类 似 ,这 里 不 再 给 出 。 
5.3.2 信号 的 抽样 和 恢复 


信号 抽样 和 恢复 的 原理 在 本 章 5. 2 节 中 已 经 描述 清楚 ,这 里 不 再 重复 。 为 了 便于 描述 ， 
我 们 采用 单一 频率 的 正弦 信号 作为 带 限 信号 进行 抽样 和 恢复 。 
相关 MATLAB 程序 如 下 : 


s% 正 弦 信 号 采样 

t=0:0.0005:1; 

f=13; 

xa=cos(2* pixfxt); 
subplot(2,1,1); 

plot(t, xa);grid 

xlabel( ' 时 间 (msec)') ;ylabel( ' 幅 值 ); 
title( ' 连 续 时 间 信 号 x_{a}(t) '); 
axis([0 1 -1.21.2]) 
subplot(2,1,2); 

T=0.1;n=0:T:1; 

xs= Cos(2* pixfxn); 
k=0:length(n)—1; 

stem(k, xs);grid; 

xlabel( ' 时 间 (msec) ') ;ylabel( ' 幅 值 '); 
title( ' 离 散 时 间 信 号 x[n]'); 

axis([0 (length(n) -1) -1.21.2]); 


正弦 信号 及 其 采样 值 信号 结果 如 图 5-12 所 示 。 


名 采样 与 重 构 

T=0.1;f=13; 

n= (0:T:1)'; 

xs= cos(2xpixfxn); 

t= linspace( — 0.5,1.5,500)'; 

Ya= sinc((1/T) * t(:,ones(size(n))) - (1/T) * n(:,ones(size(t)))') * xs; 
plot(n,xs, 'o ',t, ya); grid; 

xlabel( ' 时 间 ,msec '); ylabel( ' 幅 值 '); 

title( ' 重 构 连 续 信号 y_{a} (t) '); 

axis([0 1 -1.21.2]); 


正弦 信号 的 采样 与 重 构 结 果 如 图 5-13 所 示 。 


名 采样 的 性 质 
t=0:0.005:10; 
xa=2*t. *exp(—t); 
subplot(2,2,1) 
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连续 时 间 信号 xs(7) 
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0 0.1 02 03 04 0.5 06 07 0.8 0.9 1 
时 间 (msec) 
离散 时 间 信 号 x[n] 


幅 值 
5 o 
站 
fe 
| 
二 人 
-e+ 
Ht | 
| 
ee 
2 Te 
[ei 
一 一 一 


时 间 (msec) 


图 5-12 正弦 信号 及 其 采样 值 信号 


重 构 连续 信号 y(n) 


0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
时 间 (msec) 


图 5-13 重 构 信和 号 的 波形 


plot(t, xa); grid 

xlabel( ' 时 间 , msec') ;ylabel( ' 幅 值 ); 
title( ' 连 续 时 间 信 号 x_{a}(t) '); 
subplot(2,2,2) 

wa=0:10/511:10; 

ha = freqs(2,[1 2 1],wa); 
plot(wa/(2* pi),abs(ha)); grid; 
xlabel( 频率 ,kHz') ; ylabel( ' 幅 值 '); 
title( '|x_{a}(j\Onega)| '); 
axis([0 5/pi 0 2]); 

subplot(2,2,3) 

于 = 
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n=0:T:10; 
xs=2xn. *exp(—n); 
k=0:length(n)—1; 
stem(k, xs); grid; 


MATLAB 的 方法 


xlabel( ' 时 间 n') ;ylabel( ' 幅 值 '); 
title( ' 离 散 时 间 信 号 x[n]'); 


subplot(2,2,4) 
wd = 0:pi/255:pi; 
hd= freqz(xs, 1,wd); 


plot(wd/(T* pi),T* abs(hd)); grid; 
xlabel( ' 频 率 ,kHz'); ylabel( ' 幅 值 '); 
title( '|X(e “{j\omega})| '); 


axis([0 1/T 0 2]) 


信和 号 采样 的 性 质 仿真 如 图 5-14 所 示 。 


连续 时 间 信号 xx(D XoGvOmegall 
0.8 2 
0.6 1.5 
地 
王 04 
02 
0 0 
0 5 10 0 0.5 1 1.5 
时 间 (msec) 频率 (kHz) 
离散 时 间 信 号 x[n] Re se 
0.6 区 
量 0.4 
02 | . 
0G@ 中 oo ee 0 
0 5 10 0 0.5 1 
时 间 n 频率 (kHz) 
图 5-14 信号 采样 的 性 质 仿真 
模拟 低 通 滤波 器 设计 


Fp= 3500; Fs= 4500; 


Wp=2x*pixFp; Ws=2xpixFs; 
[N,Wn] = buttord(Wp, Ws, 0.5,30, 's'); 
[b,a] = butter(N,Wn, 's'); 
wa=0:(3xWs)/511:3 x Ws; 


h= freqs(b,a, wa); 


plot(wa/(2* pi),20 * logl0(abs(h)));grid 


xlabel( 'Frequency, Hz'); 
title( 'Gain response'); 
axis([03xFs —605]); 


ylabell( 'Gain, dB'); 


模拟 低 通 滤波 器 的 设计 结果 如 图 5-15 所 示 。 
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Gain response 


Gain，dB 
岂 
包 


0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 
Frequency, Hz 


图 5-15 模拟 低 通 滤波 器 


5.3.3 数字 滤波 器 设计 
对 于 数字 信号 滤波 来 说 ,模拟 其 过 程 ,就 是 通过 将 输入 数值 序列 和 代表 滤波 器 本 身 性 质 
的 冲 激 响应 序列 做 卷 积 。 根 据 冲 激 响 应 序列 有 限 长 或 无 限 长 ,分 为 有 限 冲 激 响应 (FIR ) 滤 
波 器 和 无 限 冲 激 响应 (TIR) 滤 波 器 。 
FIR 的 差分 方程 为 
a(l) X y(k) 一 0(1) X fk)+62) X FRO—D)+ tonbt+l XfR—nb) (5-11) 
IIR 的 差分 方程 为 
a(1) Xy(CR) 十 a(2) X y(k—1)+… 二 a(na 二 1) Xx y(k—na) 
一 0(1) X fk)++62) X fk—1)++ +onbt+1) xX f(k—nb) (5-12) 
在 MATLAB 中 ,可 以 用 [5,aj 二 butter(N ,Wn ) 等 函数 辅助 设计 IIR 数字 滤波 器 ,也 可 
以 用 56 二 firl1(N,Wn, ftype' ) 等 函数 辅助 设计 FIR 数字 滤波 器 。 
涉及 函数 有 
[B,AJ=butter(3,2/0.00025,s’) 
[num2 ,den2]=bilinear(B,A.,4000) 
wn=kaiser(30,4.55) 
以 下 是 某 个 FIR 滤波 器 设计 的 MATLAB 程序 。 


名 文件 :FIRFilterExample.m 

fscale= 1;fshift= 0.0;dscale= 1000; % 比例 参数 

c9_Filter_Data; 名 载 人 数据 

Freq Resp= data;fs = 900;filtsize = 512;ts=1/fs; 

[himptime] = FIR Filter AMP Delay(Freq Resp, fs,filtsize, fscale, fshift, dscale); 
名 使 用 窗 [HJ2. 4mm] 

nw = 256;windowl = hamming (nw) ;window = zeros(filtsize,1); 

名 确保 这 个 窗 是 个 合适 的 中 心 窗 
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wstart = (filtsize/2) — (nw/2);wend = (filtsize/2) + (nw/2) —1; 
window(wstart:wend) = windowl: 

impw = himp. * window'7 

figure; subplot(1,2,1);plot(abs(himp)) ;grid; 

xlabel( 'TimeSampleIndex') ;ylabel( 'FilterImpulseResponse'); 
subplot(1,2,2);plot(abs( impw) ) ;grid; 

xlabel( 'TimeSampleIndex') ;ylabel( 'WindowedFilterImpulseResponse'); 
[logpsd, freq, ptotal, pmax] = log_psd(himp, filtsize, ts); 

[logpsdw, freq, ptotal, pmax] = 1og_psd( impw, filtsize, ts); 

figure; subplot(1,2,1) 

plot(freq(128:384), logpsd(128:384));grid; 

xlabel( 'FrequencySampleIndex') ;ylabel( 'FrequencyResponse'); 
subplot(1,2,2) 

plot(freq(128:384), logpsdw(128:384));grid; 

xlabel( 'FrequencySampleIndex'); 

ylabel( 'WindowedFrequencyResponse'); 

% 函数 文件 结束 

函数 文件 :FIR_Filter_RMP_Delay.m. 

旬 文 件 :FIR_Filter_AMP_Delay.m 

function[h, times] = FIR Filter _ AMP Delay(H, fs,n,fscale, fshift, dscale) 
% 这 个 函数 返回 FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 

#%h= 脉冲 响应 值 在 t= times 时 的 行 向 量 

名 h 被 平移 到 中 心 ,脉冲 响应 阵列 在 n/2 * ts 

名 假设 在 给 定 的 频率 响应 里 没有 固定 时 延 

%H 是 频率 响应 的 一 个 阵列 

s% Column1:[JP3] 平 移 和 比例 缩放 使 频率 必须 在 - fs/2 <f< fs/2 之 后 ,频率 fk 顺序 上 升 
Column2:20 * log( |H(fk)|; 

#% Column3 : 群 迟延 单位 1/frequency 

% (ie: 如 果 频 率 的 单位 是 MHz, 那么 时 延 的 单位 应 该 是 ms) 

名 另 外 用 dscale 来 进行 调节 时 延 delay = delay/dscale 

和 Ex: 如 果 delay 以 ns 来 定义 ,那么 delayms = delayns/1000 

% 相位 响应 在 E= 0 通过 积分 时 延 来 获得 

多 Phase((k+1)df) = phase(kdf) +2x pix (fs/nfft)delay(kdf)[HJ2.2mm] 
% =phase(kdf) + (2* pix /nfft)(delay(kdf)/ts) 

%fscaleandfshift:f = (f— fshift)/fscale 

名 fs: 抽样 率 

名 n: 脉 冲 响应 持续 周期 ;频率 响应 从 ( - fs/2) + df/2 到 fs/2 - df/2 使 用 三 = fs/n 再 次 抽样 
ts=1/fs;df = fs/n; 

s# 获 得 频率 、 幅 度 和 相位 响应 阵列 

名 转换 dbs 为 实数 ; 重 置 频率 
Hfreq=H(:,1);Hmag=H(:,2);Hdelay = H(:,3); 
nn= max(size(Hmag));Hreal = 10.^(Hmag/20); 
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Hfreq= (Hfreq- fshift)/fscale;Hdelay = Hdelay/dscale; 

名 给 频率 和 时 间 设 置 阵列 索引 

indexl = [0:1:(n/2)];index2=[— (n/2) +1:1: — 1];index= [indexlindex2]'; 
frequencies = (index * df);times = index * ts; 

名 用 fft 循环 移 位 来 改变 平移 时 间 索 引 

times = shift ifft(times,n); 

名 从 [0,df,2df, … 到 fs/2- fs/2 + df,… 一 df] 中 获取 频率 阵列 

% 从 0 到 n/2*ts-ts 到 -(n/2-1)ts 来 获取 时 间 阵 列 

% 内 插 过 程 中 给 频率 响应 数据 在 - fs/2 和 fs/2 端 加 上 两 个 以 上 的 输入 
fmin =min(min(frequencies) ) ; fmax = max(max(frequencies)); 

% 通 过 扩展 频率 和 其 他 阵列 的 变换 使 其 位 于 - fs/2+ df 和 fs/2+ df 之 间 
Hfreql = Hfreq; Hreall = Hreal;Hdelayl = Hdelay; 

证 fmin<Hfreq(1,1) 光 如 果 低级 结果 没有 扩展 到 - fs/2, 就 加 一 个 点 
Hfreql = [fmin;Hfreq]; 

Hreall = [le— 10;Hreal]; 

Hdelayl = [Hdelay(1, 1);Hdelay]; 

end 

证 fmax> Hfreq(nn,1) % 如 果 高 级 结果 没有 扩展 到 fs/2, 就 加 一 个 点 
Hfreql = [Hfreql ;fmax]; 

Hreall = [Hreall;le— 10]; 

Hdelayl = [Hdelayl;Hdelay(nn,1)]; 

end 

名 插入 频率 响应 数据 并 计算 复数 

名 转移 函数 mag * exp(i* phase) 

Hreal_interpolated = interpl (Hfreql, Hreall, frequencies); 
Hdelay_interpolated = interpl (Hfreq]l, Hdelay!l, frequencies); 

名 积分 时 延 来 得 到 相位 响应 

sum=0.; 

Hphase(1) = 0.;% 载波 相位 的 频率 为 0 

for k=2:(n/2)+1% 从 f>0 求 积分 

sum = sum— (Hdelay_ interpolated(k,1)/ts) * (2* pi/n); 

Hphase(k, 1) = sum; 

end 

sum= 0.0; 

for k=n: 一 1:(n/2)+2% 从 f<0 求 积分 

sum = sum+ (Hdelay interpolated(k,1)/ts) * (2* pi/n); 

Hphase(k, 1) = sum; 

end 

Hcomplex = Hreal_interpolated. x exp(ix Hphase); 

得 出 逆 fft 并 进行 平移 

hh= ifft(Hcomplex);h= (shift ifft(hh,n)); 

多 滤波 器 的 设计 以 及 函数 文件 结束 
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函数 文件 :shift_ifft.m. 

名 文件 :shift ifft.m 

functiony = shift ifft(x,n) 

名 循环 移 位 ifft 阵列 

for k=1:(n/2) -1 

Y(k) =x((n/2) +k+1); 

end 

for k=1:n/2+1 

Y((n/2) —1+k)=x(k); 

end 

% 函数 文件 结束 

函数 文件 :1og_psd.m. 

名 文件 :log_psd.m 

function[ logpsd, freq, ptotal, pmax] = log_psd(x,n, ts) 
% 这 个 函数 进行 n 点 时 域 抽样 (实数 或 者 复数 ) 并 且 通 过 进行 (fft/n)^2 找 出 psd, 这 个 双边 谱 是 由 
%psd 的 移 位 来 产生 的 ;阵列 频率 给 绘图 提供 了 合适 的 频率 值 通过 计算 10 * log10(psd/max(psd))， 
#%psd 被 归 一 化 ; 值 低 于 60dB 时 ,被 设置 为 - 60dB 
%n 必须 是 一 个 偶数 ,最 好 是 2 的 宪 

Y= zeros(1,n) ;名 初始 化 y 向 量 

h= waitbar(0, 'ForLoopinPSDCalculation'); 
fork=1:n 

freq(k) = (k—1- (n/2))/(nx* ts); 

Y(k) =x(k) * ((—1.0)°k); 

waitbar(k/n) 

end; 

v= fft(y)/n; 

psd= abs(v).^2; 

pmax = max( psd) ; 

ptotal = sum(psd); 

logpsd = 10 * log10(psd/pmax); 

# 在 - 60dB 处 截断 负 值 

for k = 1:n 

if(logpsd(k)<— 60.0) 

logpsd(k) = — 60.0; 

end 

end 

close(h) 

% 函数 文件 结束 


5.4 拉 普 拉 斯 分 析 在 经 典 控 制 中 的 应 用 


5.4.1 控制 系统 的 数学 模型 
设 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 连续 系统 的 输入 信号 为 /(1) ,输出 信号 为 y(7) , 则 其 微分 


第 5 章 ，” 傅 里 叶 分 析 和 拉 普 拉 斯 分 析 的 应 用 | 185 


方程 的 一 般 形式 为 


dy(D) diy) dy) 
0 


二 一 2 1 M2 


0 


=bo + 3 十 到 (5-13) 


式 中 ,系数 ao,al，…an sb °°" bs 全 常数 ,上 且 mm 去 nm。 
对 式 (5-13) 在 零 初始 条 件 下 求 拉 氏 变换 ,并 根据 传递 函数 的 定义 可 得 单 输入 单 输出 系 
统 传递 函数 的 一 般 形式 为 
HGS) LLy()] CCs) br 二 bs 十 十 bs 二 +b __ BGs) 
L[f()] R(s) cos 十 as 十 … 十 Cos 十 an A(s) 
式 中 : BGs) 二 bos" 十 bis" 十 … 十 bm-1s 十 bs 为 传递 函数 的 分 子 多 项 式 ; 
A(C) 一 aoy" 十 as 十 十 av-is 十 on 为 传递 函数 的 分 母 多 项 式 , 也 称 为 系统 的 特征 多 
项 式 。 
在 MATLAB 中 ,控制 系统 的 分 子 多 项 式 系数 和 分 母 多 项 式 系数 分 别 用 向 量 num 和 
den 表示 , 即 


(5-14) 


num=[bo ,0 ,bn bm], denr 王 [aoal, aiya] 


以 传递 函数 表示 系统 的 形式 叫 作 传递 函数 模型 。 
5.4.2 控制 系统 数学 模型 的 建立 


在 MATLAB 中 ,使 用 函数 1/() 建 立 或 转换 控制 系统 的 传递 函数 模型 。 其 功能 和 主要 
格式 如 下 。 

功能 : 生成 线性 定常 连续 /离散 系统 的 传递 函数 模型 ,或 者 将 状态 空间 模型 或 零 极 点 增 
益 模 型 转换 成 传递 函数 模型 。 

格式 : 

sys=1f (num, den) 生成 传递 函数 模型 sys。 

sys 二 1f(numden，Property1 Valuel1,…, PropertyN',ValueN) ”生成 传递 函数 模 
型 sys。 模 型 ;ys 的 属性 (Property) 及 属性 值 (Value) 用 Property',Value 指定 。 

sys 二 Lf(num， den，Ts) 生成 离散 时 间 系 统 的 脉冲 传递 函数 模型 sys。 

sys 二 1f(numwden,Ts, Property1 Valuel,…, PropertyN',ValueN) 生成 离散 时 间 
系统 的 脉冲 传递 函数 模型 sys。 

sys 二 Lf( $5') ”指定 传递 函数 模型 以 拉 氏 变换 算 子 * 为 自 变量 。 

sys 二 tf( 守 ',Ts) ”指定 脉冲 传递 函数 模型 以 Z 变换 算 子 x 为 自 变量 ,以 Ts 为 采样 
周期 。 

tfsys 二 tf(sys) 将 任意 线性 定常 系统 sys 转换 为 传递 函数 模型 1 fsys 。 

说 明 : 对 于 单 输入 单 输 出 系统 .nwm 和 den 分 别 为 传递 函数 的 分 子 向 量 和 分 母 向 量 ,对 
于 多 输入 多 输出 系统 ,nwn 和 den 为 行 向 量 的 元 胞 数组 ,其 行 数 与 输出 向 量 的 维 数 相 同 , 列 数 
与 输入 向 量 的 维 数 相同 ; @ 公 为 采样 周期 , 若 系统 的 采样 周期 未 定义 , 则 设置 到 三 一 1 或 者 
从 ==[ ]; @ 缺 省 情况 下 ,生成 连续 时 间 系 统 的 传递 函数 模型 , 且 以 拉 氏 变换 算 子 * 为 自 变量 。 
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5.4.3 控制 系统 数学 模型 参数 的 获取 


应 用 MATLAB 建立 了 系统 模型 后 ,MATLAB 会 以 单个 变量 形式 存储 该 模型 的 数据 ， 
包括 模型 参数 (如 状态 空间 模型 的 A,B, C,D 矩阵) 等 属性 ,例如 输入 /输出 变量 名 称 、 采 样 
周期 输入 /输出 延迟 等 。 有 时 需要 从 已 经 建立 的 线性 定常 系统 模型 (如 传递 函数 模型 . 零 极 
点 增益 模型 .状态 空间 模型 或 频率 响应 数据 模型 ) 中 获取 模型 参数 等 信息 ,此 时 除了 使 用 函 
数 set() 和 函数 getr 〇 以 外 ,还 可 以 采用 模型 参数 来 达到 目的 。 由 线性 定常 系统 的 一 种 模型 
可 以 直接 得 到 其 他 几 种 模型 的 参数 ,而 不 必 进 行 模型 之 间 的 转换 。 
下 面 以 函数 zpkdata() 为 例 ,说 明 模 型 参数 获取 函数 的 使 用 方法 。 该 函数 的 调用 格 
式 为 : 
[z,p, 二 zpkdata(sys) 返回 由 sys 所 示 线性 定常 系统 零 极 点 增益 模型 的 零点 向 量 
z, 极 点 向 量 p 和 增益 k。 
说 明 : @ 为 了 方便 多 输入 多 输出 模型 或 模型 数组 数据 的 获取 , 缺 省 情况 下 ,函数 
tfdata() 和 zpkdata() 以 元 胞 数组 形式 返回 参数 (例如 num,den,x,p 等 ); 
@ 对 于 单 输 入 单 输 出 模型 而 言 ,可 在 调用 函数 时 应 用 第 二 个 输入 变量 %' ,指定 调用 该 
函数 时 返回 的 是 向 量 (Vector ) 数 据 而 不 是 元 胞 数组 。 
也 可 以 采用 一 条 MATLAB 命令 直接 显示 零点 向 量 和 极点 向 量 , 即 


>>[zl,pl,k] = zpkdata(tf(num, den), 'v') 


运行 后 ,得 到 系统 的 零点 向 量 1 .极点 向 量 pl 和 增益 & 与 前 述 相同 。 


Ay| 


5-1 对 下 列 信和 号 求 奈奈 斯 特 间隔 和 频率 : 

(1) Sa(1000)， (2) Sa:(100D); (3) Sa(1000) 十 Sa(500); (4) Sa(100W)+Sa: (607), 

5-2 已 知 信号 /0 一半 人 到, 当 对 该 信号 取样 时 , 求 能 恢复 原 信号 的 最 大 取样 周期 。 
设计 MATLAB 程序 进行 分 析 并 给 出 结 

5-3 设计 一 模拟 信号 : x(7) 二 3sin(2xf1)。 采 样 频率 /, 为 5120Hz, 取 信号 频率 /二 
150Hz( 正 常 采样 ) 和 /二 3000Hz( 欠 采样 ) 两 种 情况 进行 采样 分 析 。 设 计 MATLAB 程序 进 
行 分 析 并 给 出 结 


2 ne 
5-4 已 知 H(s)= 二 wr 二 5s 十 1 分别 利 用 (1) 求 系统 响应 应 的 方法 ; (2) 求 系统 特征 根 


的 方法 ,确定 系统 的 稳定 性 。 设 计 MATLAB 程序 进行 分 析 并 给 出 结果 


_ 10(s+1) 了 
5-5 已 知 控制 系统 的 传递 函数 为 G(s) 一 CCGF5 :用 MATLAB 建立 其 数学 
模型 。 
kh _ 十 3s 二 2 i 
5-6 线性 定常 连续 系统 的 传递 函数 为 GG) 一 TS 应 用 MATLAB 建立 其 
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CHAPTER 6 


6.1 引言 


前 面 几 章 所 涉及 的 系统 均 属 连续 时 间 系 统 ,这 类 系统 用 于 传输 和 处 理 连 续 时 间 信 和 号。 
此 外 ,还 有 一 类 用 于 传输 和 处 理 离散 时 间 信 号 的 系统 称 为 离散 时 间 系 统 , 简 称 离散 系统 。 数 
字 计 算 机 是 典型 的 离散 系统 的 例子 ,数字 控制 系统 和 数字 通信 系统 的 核心 组 成 部 分 也 都 是 
离散 系统 。 鉴 于 离散 系统 在 精度 、 可 靠 性 、 可 集成 化 等 方面 , 比 连续 系统 具有 更 大 的 优越 性 ， 
因此 , 近 几 十 年 来 ,离散 系统 的 理论 研究 发 展 迅速 ,应 用 范围 也 日 益 扩 大 。 在 实际 工作 中 ,人 
们 根据 需要 往往 把 连续 系统 与 离散 系统 组 合 起 来 使 用 ,这 种 系统 称 为 混合 系统 。 


6.2 离散 时 间 信号 


离散 时 间 信号 是 指 以 时 间 为 自 变量 ,并 且 仅 在 指定 的 离散 时 刻 有 定义 的 信号 。 
6.2.1 离散 时 间 信 号 的 运算 和 分 类 


关于 离散 时 间 信 号 的 基本 运算 和 分 类 作 如 下 的 说 明 。 

(1) 离散 时 间 信 号 的 基本 和 运算。 其 基本 运算 包括 相 加 、 相 乘 . 平 移 和 翻转 ,这 四 种 基本 
运算 的 操作 与 连续 时 间 信号 相同 ,只 是 要 注意 平移 时 必须 是 整数 单位 平移 。 

(2) 能 量 信号 与 功率 信号 。 与 连续 信号 一 样 ,离散 信和 号 也 分 为 能 量 信 和 号 和 功率 信号 。 

离散 信号 能 量 的 计算 公式 为 


E= lim 2) | PCAR) 12 《6 入 
车 满足 0 二 Eo, 则 定义 这 种 信号 为 能 量 信 号 。 
离散 信号 的 功率 定义 为 
ee 本 
P= lim 2N TI, | fC8) | (6-2) 


车 满足 0 二 P 二 , 则 定义 这 种 信号 为 功率 信号 。 
(3) 周期 信号 与 非 周期 信号 。 一 个 离散 时 间 信 号 FA) ,如 果 存 在 正 整 数 N, 对 所 及 
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f(k)=f(k+mN) 妈 一 0, 十 1, 十 2,… (6-3) 
则 称 FA) 为 离散 时 间 周 期 信号 ,N 称 为 了 (2) 的 基 波 周期 。 
基 波 周期 为 N 的 周期 离散 时 间 正 弦 信 号 具有 以 下 形式 


FY = Acos (RN +0] Co 


其 中 ,Q==2xm/NN 为 数字 角 频 率 ,m 和 NN 是 互 质 的 正 整 数 。 
(4) 偶 信 号 与 奇 信号 。 若 离散 时 间 信 号 满足 
fk) = fk) (6-5) 
则 称 Fe) 为 偶 信 号 。 
若 离散 时 间 信号 满足 
f(—&k) =— f(k) (6-6) 
则 称 A(&) 为 奇 信号。 
任何 离散 时 间 信 号 /(k) 都 可 以 分 解 成 一 个 偶 信号 f.(&) 与 一 个 奇 信号 f。(k) 之 和 ， 


即 有 
fk) = fk) + fk) (6-7) 
其 中 f.(k) = [f(A) + f(A)] (6-8) 
fk) = EACk) —f(—k)] (6-9) 


6.2.2 基本 离散 时 间 信 号 


1. 单位 脉冲 序列 6(k) 
单位 脉冲 序列 8(k) 定 义 为 
1 k=0 
6(k) = (6-10) 
0 & 天 0 
可 见 ,6(k) 仅 在 k= 二 0 处 取 值 为 1 ,而 在 其 余 各 点 均 为 零 , 其 波形 如 图 6-1(a) 所 示 。6(k) 对 于 
离散 时 间 系 统 分 析 的 重要 性 与 8CC) 对 于 连续 时 间 系 统 分 析 的 重要 性 一 样 , 只 是 6(1) 是 一 种 
广义 函数 ,6(k) 具 有 确定 值 。 
延 时 的 单位 冲 激 序列 表示 为 
1 k=m 
6 一 mm) = | (6-11) 
人 古 尖 类 
其 波形 如 图 6-1(b) 所 示 。 


5( GO) 
oe . — PE | 


人 
-2 -10 1 2& -10 1 2 …m 丰 


6-1 单位 冲 激 序列 
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2. 单位 阶 跃 序列 a(k) 
单位 阶 跃 序列 e(k) 定 义 为 
:大 学 丰 
e(k) 一 (6-12) 
k=0 
其 波形 如 图 6-2 所 示 。 
比较 6(k) 和 elk) 的 定义 式 , 可 以 得 到 下 面 的 关系 


6(k) = e(k) —el(k—1) (6-13) 
E 
e(k) = >) Om) = Dek—m) (6-14) 
m=—o0 m=0 
3. 单 边 实 指数 序列 a*'s (Kk) 
单 边 实 指数 序列 定义 为 
ak k 宇 0 
ate (k) = (6-15) 
| 0 k=<0 


其 波形 如 图 6-3 所 示 。 


ake(k ae aq>1 

1 0<a<l | | 

2(A 1 | 吐 
i 
-101234 -101234k 


-101234k (a) (b) 
图 6-2 单位 阶 路 序列 图 6-3 单 边 实 指数 序列 
4. 正弦 序列 
正弦 序列 包括 正弦 和 余弦 序列 ,这 里 以 正弦 序列 为 例 来 讨论 。 正 弦 序 列 定义 为 
fk) = Asin(Qk 十 9p) (6-16) 


式 中 8 称 为 正弦 序列 的 角 频 率 , 其 波形 如 图 6-4 所 示 。 


图 6-4 正 芝 序 列 
由 周期 序列 的 定义 ,考虑 到 正弦 序列 的 周期 性 , 若 
fk) = Asin[Q(k+ N)+ 9] = Asin(Qk + 9) (6-17) 


成 立 ,正弦 序列 即 为 周期 序列 。 此 时 ,0N==2ma(m 为 任意 整数 ), 即 N 一 25m 。 吻 知 , 当 叶 


为 整数 或 有 理 数 时 , 均 能 使 N 为 整数 ,因此 ,f(k) 是 周期 的 ; 而 当 弛 为 无 理 数 时 ,N 无 法 取 
得 整数 ,此 时 ,CA) 是 非 周期 的 。 
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5. 复 指数 序列 
复 指数 序列 表示 为 


f(k) = eat = cos(Qk) jsin(Qk) 


(6-18) 


同 正弦 序列 一 样 , 若 复 指数 序列 是 一 个 周期 序列 , 则 等 为 整数 或 有 理 数 ,否则 不 是 周期 


序列 。 
【 例 6-1】 考虑 下 列 四 个 正弦 信号 : 


(1) zx1(k)=sin(0. 1xk); (2) zz(k)=sin(0. 2rk); 
(3) za(k)=sin(0. 6xk); (4) za(k)=sin(0.7nk), 
它们 是 否 是 周期 信号 ? 如 果 是 ,周期 是 多 少 ? 请 用 MATLAB 夯 出 & 二 0,… ,40 的 信号 图 。 


解 : 四 个 正弦 信号 可 以 写成 下 列表 达 式 : 


Xi(k) = sin(0. 1xk)= si 


ZX2(k) = sin(0.2xk)= si 


ZX3(k) = sin(0. 6nk) = si 


T4(R) = sin(0.7xk)=s 


因此 ,它们 的 周期 分 别 是 20,10,10 和 20。 
MATLAB 程序 如 下 : 


clear all; 

close all; 

ele; 

k=0:40; 

xl = sin(0.1*#* pixk); 

x2= sin(0.2*# pixk); 

x3= sin(0.6*x pixk); 

x4= sin(0.7 x pixk); 

figure; 

stem(k, x1, 'b') ;grid;xlabel( 'k');ylabel( x_1°); 
figure; 

stem(k, x2, 'b') ;grid;xlabel( 'k');ylabel( 'x_2°'); 
figure; 

stem(k, x3, 'b');grid;xlabel( 'k');ylabel( 'x_3'); 
figure; 

stem(k, x4, 'b') ;grid;xlabel( 'k');ylabel( x_4'); 


程序 输出 结果 如 图 6-5 所 示 。 
【 例 6-2】 考虑 连续 信号 
0 
9 
y(1) = 1—3t+3 
3 
0 


~ 人 
[i 
— 


日 


Co 


时 
EE 


2 
一 、 一 、 一 、 一 、 
BN =|IN =|IN SIN 
SS ej 三 | SIS 


; 
昌 


~ 
~ 
Wom 


t<—3 
三 
lti<0 
0<i<=3 
E23 
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1 oh 加 器 1 55 rr 55 
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0.2 0.2 | 
二 04 4 4 1 0 PD YD SS OS YO 
-0.2 加 -0.2 | 
6 6 | | 6 | 
-0.4 -0.4 
-0.6 | aa | _0.6 | | | 
—0.8 He -0.8 
上 让 Wm “U1 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 Ei 10 15 20 25 30 35 40 
k 大 


(ax 


1 9 9 i 09 9 9 9 1 
] 
| 


(Ox (d) xD 
图 6-5 例 6-1 图 


经 过 离散 化 后 ,离散 信号 为 y(k) 二 y(7)1,-0.154, 试 着 用 MATLAB 编程 产生 单位 斜 变 信号 和 
阶 跃 信号 ,并 用 来 实现 y(k)。 
解 : 用 R() 表 示 单 位 斜 变 信号 ,用 e(1) 表 示 阶 跃 信 号 ,那么 y(%) 可 以 表示 为 


y(k) 一 3RC 二 3) 一 6R(G 十 1) 十 3RCD) — 3e(t— 3) 
MATLAB 主 程序 如 下 : 


4=0. 15k 


cle; 

clear all; 

close all; 

Ts = 0.15; 

t= 一 5:Te:57 

= ramp(t, 3, 3); y2 = ramp(t, -6, 1); 
y3 = ramp(t, 3, 0); 

Y4 = -3xustep(t, — 3); 
Y=Y+R+B+Y; 

figure; 

stenm(t, y, 'R');grid;xlabel( 'k');ylabel( 'y[k]'); 
Ymax = max(y);y min= min(y); 


由 
品 
[ 
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ylim([y min 一 1yYmax+1])7 
产生 单位 斜 变 信 号 的 函数 ramp. m 的 程序 如 下 : 


functiony = ramp(t, m, ad) 
% t: 时 间 变量 
% nm: 斜 变 函 数 的 斜率 
名 ad: 时 移 因子 
N= length(t); 
Y = zeros(1, N); 
fori= 1:N, 

if t(i)>= -ad, 

y(i) = mx(t(i) + ad); 

end 
end 


产生 阶 跃 信 和 号 的 函数 ustep. m 的 程序 如 下 : 


functiony = ustep(t, ad) 
N= length(t); 
Y = zeros(1, N); 
fori= 1:N, 
if t(i) >= 一 ad 
Y(i) = 1; 
end 
end 


程序 输出 结果 如 图 6-6 所 示 。 


图 6-6 例 6-2 的 y(k) 输 出 


6.3 卷 积 和 


6.3.1 卷 积 和 的 定义 

我 们 知道 ,两 个 连续 信号 f(t) 和 f,(7) 的 卷 积 运算 定义 为 
fi x# falt) = [TA 

类 似 地 ,我 们 定义 


CA = fk) fk) = Df OD fk (6-19) 
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为 序列 f(k) 和 f。(k) 的 卷 积 和 运算 ,简称 卷 积 和 。 
与 连续 卷 积 类 似 ,序列 的 卷 积 和 也 满足 : 
(1) 交换 律 ”fk) x fCk)= fo(k) * fi (k); 
(2) 结合 律 ”fC(R)* [fo Ck) x* fs Ck)]=[f CR) x fo (Rk)] x folk); 
(3) 分 配 律 fk) x [fa(k) 二 fa(k)]= fC(k) x fo(k) + fCk) * fs(k)。 
(4) 任 一 序列 /(&) 与 单位 脉冲 序列 SG) 的 卷 积 和 等 于 序列 /(k) 本 身 , 即 
CE) #6(k) 一 SG) #¥ fk) = fk) 
(5) 时 移 性 质 : 车 f1(k) * f2(k) 二 A(k), 则 
fi CR) x falk—hk) = fi(k—hki) x fa(k) = f(k—hk) 
fik—k)* fk—hk) = fi(k—k) x folk—h) = 7 一 已 一 局) 
式 中 ,ks 均 为 整数 。 


6.3.2 卷 积 和 的 计算 方法 

1. 图 解法 

同 连续 卷 积 图 解法 类 似 ,在 离散 时 间 系 统 中 , 卷 积 和 也 可 以 用 图 示 的 方法 求解 ,同样 分 
为 翻转 .平移 、 相 乘 和 求 和 4 个 步骤 。 


设 fk)=f1 CR) * Pa 一 2) 太一 让 

(1) 先 将 序列 户 (A)、 记 (Ce) 的 自 变 量 上 用 ; 替换 ,然后 将 序列 户 (G) 以 纵 轴 为 对 称 轴 翻 
转 , 得 到 户 ( 一 让; 

(2) 将 fa( 一 让 沿 i 轴 平移 k 个 单位 ,得 f;(k 一 站; 

(3) 求 乘积 /1 (0) fk 一 站; 

(4) 对 乘积 的 结果 作 求 和 运算 。 

【 例 6-3】〗】 已 知 序列 fi(k)、f2(k) ,计算 1(k) 二 1(k) * fa(k)。 其 中 

fi1(k) 一 i fa(k) = el(k)—e(k—4) 
0 其 他 

解 : 将 序列 f1(k)、f2(k) 的 自 变量 & 用 i 替换 ,序列 fi (让 、f2 (让 如 图 6-7(a) 和 图 6-7(b) 
所 示 。 

将 序列 f; (让 翻转 后 ,得 到 f;( 一 让 ,如 图 6-7(c) 所 示 。 

然后 将 f;( 一 站 沿 i 轴 平移 & 个 单位 ,得 到 f;(k 一 站 ,再 求 乘积 f1(i) f;(k 一 站 ,最 后 求 
和 , 即 


f (8) = fC) # flk) = DFCD fk—i) 
当 k<0 时 ,f(k)=f1(k) * fi(k)=0。 
再 分 别 令 k= 二 0,1,2,… ,依次 可 得 如 下 结果 。 


当 k=0 时 , f/(R) = Df Of = 0)f.(0) = 1 


1 
当 上 一 1 时 ,Fe) = Df Of) = (0)fD) +A)f0) 一 3。 
所 
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当 & 王 2 时 ,FE) = py Dfa(2—D) = f1(0)fa(2) + ff (l)+t+ fi(2)fa(0) 一 6。 


同 理 ,可 计算 出 /(3) = f(4) = 5,f(5) = 3, 以 及 f(k) = 0(k > 5)。 
由 此 作出 /(k) 的 波形 ,如 图 6-7(d) 所 示 。 


A 3 BAO) 
2 1 
uf| 1] 
PE a 
-lol 1234 1 -IO| 1234 1 


图 6-7 例 6-3 图 


2. 解析 法 
图 解法 比较 直观 ,但 难以 得 到 闭合 形式 的 解 ,而 解析 法 可 以 解决 这 个 问题 。 解 析 法 通常 
是 利用 数列 求 和 公式 , 求 得 序列 的 卷 积 和 。 表 6-1 中 列 出 了 几 种 常用 序列 的 卷 积 和 。 


表 6-1 常用 序列 的 卷 积 和 公式 


序号 f(A kh.0 fi k20 (DOx 六 (人 0 
FR) dk) FO) 
2 CD dD Sp 
3 ek) alk) Cech) 
ke(k) e(k) 二 (+ DheCk) 
5 ate(k) eCk) ek) az1 
6 ate(k) ase(k) 宅 二 全 0 qa 
7 ate(k) ate(k) CR+ DateCk) 
8 ke(k) ate(k) TE + ec 
9 ke(k) ke(k) 二 (+ DECk— DeCk) 


6.4 离散 系统 的 算 子 方程 


在 离散 系统 的 分 析 中 ,我 们 引入 下 算 子 (超前 算 子 ) 和 天 一 算 子 (滞后 算 子 ) ,分别 表示 
将 序列 提前 和 延迟 一 个 单位 时 间 的 运算 , 即 
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下 FE) = FE 十 1) ,EPE) = fk+n) (6-20) 
下 一 FE) = FE 一 1) ,一 FE) = f(k—n) (6-21) 
应 用 中 ,统称 巨 算 子 和 下 一 算 子 为 差分 算 子 。 
利用 差分 算 子 ,可 将 差分 方程 


yA +ayk om D+ 二 ayk on = 6 fk +o af Ra D+ t+h fk —m) (6-22) 
写成 下 述 形 式 
(1 十 aiE- 十 … 十 ao 一 )y(E) = (bo E+ .+b E™)f(k) 

进一步 写成 


Ln wd JN Di nk As oY i B(E) 


A Eh) A EK) (6-23) 
式 中 
B(E) =b, tb ET +hE™ 
A(E) 一 1 十 as-iE- 十 … 十 ao 
若 令 
H(E) = 人 (6-24) 
则 
y(k) = H(E)/(k) (6-25) 


此 式 称 为 离散 系统 的 算 子 方程 ,其 中 有 H(E) 称 为 离散 系统 的 传输 算 子 。 甩 (E) 在 离散 系统 分 
析 中 的 作用 与 了 H(p) 在 连续 系统 分 析 中 的 作用 相同 , 它 完整 地 描述 了 离散 系统 的 输入 输出 
关系 ,或 者 说 集中 反映 了 系统 对 序列 的 传输 特性 。 

根据 差分 方程 的 定义 ,容易 证 明 


Lx eg I 
E[E/ |]= 二 LE/ (4)] = f/(k) 


已 [ 忘 /Co] 志 [E(D] fk+n—m) 


可 见 , 对 于 同一 序列 而 言 ,超前 算 子 和 滞后 算 子 的 作用 可 以 相互 抵消 。 同 样 , 差 分 方程 两 边 
的 公共 因子 也 允许 消去 。 这 与 微分 和 积分 算 子 是 有 区 别 的 。 


6.5 离散 系统 的 零 输入 响应 


如 前 所 述 , 一 个 阶 线性 时 不 变 离散 系统 的 差分 方程 可 以 转换 成 算 子 方程 , 即 

A(E)y(k) = B(E)f(k) (6-26) 
根据 系统 零 输 入 响应 的 定义 ,如 果 初 始 观察 时 刻 &。 二 0, 那 么 ,离散 系统 的 零 输入 响应 就 是 
输入 /(k)(k 宇 0) 为 零 时 , 仅 由 系统 的 初始 状态 引起 的 响应 , 常 记 为 ys (&) 。 由 此 可 见 ,在 系 
统 差分 方程 中 ,只 需 令 输入 信号 F(R) 为 零 ,就 可 以 求解 零 输 入 响应 y.; (k) 的 方程 

A(E)yi(k)=0 k=0 (6-27) 
具体 地 说 ,离散 系统 的 零 输 入 响应 就 是 上 面 齐 次 差分 方程 满足 给 定 初始 条 件 ys (0) ,ye (1) ,…:， 
yai(n 一 1) 时 的 解 。 自 然 ,对 LTI 因果 系统 ,y:; (k) 的 初始 条 件 也 可 以 由 y( 一 1) ,y( 一 2),…， 
y( 一 n) 给 出 。 
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6.5.1 简单 系统 的 零 输 入 响应 


先 讨论 两 种 简单 系统 的 零 输 入 响应 的 计算 方法 。 
如 果 离 散 系统 传输 算 子 HH(E) 仅 含有 单个 一 阶 极点 7, 这 时 式 (6-27) 可 表示 为 
(E—r)ysi(k)=0 k0 (6-28) 
这 是 一 个 一 阶 齐 次 差分 方程 ,将 上 式 改写 为 
yai(k+1)—rya(k)=0 


于 是 有 
CHD _ ， 
yai(k) 
此 式 表明 ,序列 ys Ce) 是 一 个 以 -为 公 比 的 几何 级 数 , 它 具 有 以 下 形式 
es (6-29) 
式 中 ,ci 是 常数 ,由 系统 初始 条 件 确定 。 
因此 ,我们 有 如 下 结论 
HE = Ey 一 am k>0 (6-30) 
如 果 系 统 传输 算 子 仅 含有 g 个 一 阶 极 点 ,rz ,… ,rs , 则 相应 齐 次 差分 方程 可 写成 
1 > To Rg 三 6 (6-31) 
显然 ,满足 以 下 方程 


(E—ri)yai(k) =0, i=1,2,.,g 
的 解 , 必 定 也 满足 式 (6-31)。 仿 照 微 分 方程 解 的 结构 定理 的 证 明 , 可 导 得 式 (6-31) 的 解 为 
yai(A) 一 cl 才 十 cz 于 十 … 十 cers k 宇 0 


于 是 ,有 结论 
H(E) De 一 ya(k) 二 a 性 十 ca 夺 十 十 cerh 有 之 0 
(6-32) 
为 了 考察 H(E) 含 有 二 阶 极点 的 情况 ,假定 取 一 极 小 量 s, 将 系统 齐 次 差分 方程 改写 为 
(E—N[E—(r+e)]yi(k) =0 三 0 (6-33) 
且 系 统 初始 条 件 为 
om(0) 一 a 
ya(l)=B 
根据 式 (6-32), 可 将 式 (6-33) 的 解 y-: (A) 表 示 为 
ya(k) 一 ci 十 cz(r 十 se k>0 (6-34) 
带 入 初始 条 件 , 有 
a 一 ci 十 cz 
B=cir 十 cz(Cr 十 e) 
解 得 


cl 一 < 十 开 一 人 
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加 =— EL 
将 cycs 代入 式 (6-34) ,并 应 用 二 项 式 定理 得 到 
yri(k) (e+e2)r (人 w+e 


rete (A)n 于 全 (十 ce 十 二 Ce 二 


1 人 一 (Fo temo +"] 


现在 , 令 e>0 取 极限 ,使 得 H(E) 的 两 个 极点 相 重合 ,于 是 有 
limys (4) 一 [e 一 (< 一 pr) 外] 二 


yua(R) 一 (co toek)r 


cl 一 一 (一 Br ) 
同样 道理 ,如 果 传 输 算 子 有 H(E) 仅 含有 7 的 d 阶 极点 ,这 时 系统 的 齐 次 差分 方程 为 
(E—r)iyu(k)=0 
相应 的 零 输 入 响应 可 表示 为 
yua(R) 一 (co 十 cik 十 cz 有 2 十 … 十 cz-ike 1) 关 
式 中 ,常数 mc ,… ,ci 由 系统 零 输入 响应 的 初始 条 件 确定 。 因 此 


B(E) 
(BE = 


6.5.2 一 般 系 统 的 零 输 入 响应 


现在 讨论 一 般 情况 下 离散 系统 的 零 输入 响应 。 
设 ” 阶 离散 系统 的 齐 次 差分 方程 为 
A(E)ys(k)=0 (6-36) 
其 传输 算 子 电 (E) 含 有 g 个 相 异 极点 ,re，… ,ro，, 对 应 的 阶 数 分 别 是 di ,ds，…,d,。 这 里 ， 
(十 ds 十 … 十 d,) 二 n。 显 然 , 当 di(i 二 1,2,…,g) 为 1 时 ,表示 相应 的 极点 xr; 是 一 阶 极点 。 
此 时 式 (6-36) 可 表示 为 
(E—r)a (Er)e(E—r) yi(k) 一 0 (6-37) 
根据 式 (6-32) 和 式 (6-35) ,可 得 到 满足 上 面 差 分 方程 的 解 ys (&), 即 n 阶 LTI 离散 系统 的 
零 输 入 响应 为 


H(E) = 


d—l 
> ya(k) = (Zeck')r' k>0 (6-35) 
i 


人 
yalk) = Dys(k) k0 (6-38) 
Fa 


式 中 


机 一 1 
Ju (k) = Deak JJ 一 1,2,…,'9 
式 中 ,各 待定 系数 由 系统 零 输 入 响应 y:; (A) 的 初始 条 件 确定 。 
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【 例 6-4】 已 知 离散 系统 传输 算 子 
E—2 
Eb 《E=0:2)(E=0.3)(E—0.5) 
及 初始 条 件 ys (0) = 二 12, yi (1) 二 4. 9,ysi (2) 二 2. 47,ys (3) 王 1. 371。 求 该 系统 的 零 输 入 
响应 。 
解 : 因为 传输 算 子 肛 (E) 极 点 为 二 0.2,rs 二 0.3,rs 二 0.5( 二 重 极点 )。 所 以 可 以 得 到 
Va (hy = er S00 2)* 
yui2(k) = ca0rs = cao (0.3)* 
yuis(k) 一 〈cao cak)rt = (cs cak) (0.5)* 
从 而 ,系统 的 零 输入 响应 为 
ya (k) = co (0.2)* + co (0.3)* + Ges t+ cak) (0.5)« 
上 式 中 令 &==0,1,2,3, 代 入 初始 条 件 后 得 到 
Yai(0) = cio 十 cz 十 ca 一 12 
yai(1) = 0. 2cio 十 0. 3cz 十 0. 5cso 十 0.5ca 4.9 
Yai(2) = 0. 04cw 二 0.09cz 十 0.25cs0 十 0.5ca 一 2.47 
yai(3) = 0.008cio 十 0.027cz 十 0.125cso 十 0. 375ca 一 1. 371 
联 立 上 述 方程 ,求解 得 cio 二 5,czo 二 3,cso 二 4,ca 二 2。 于 是 ,系统 的 零 输入 响应 为 
yai(k) = 5(0.2)* 十 3(0.3)* 十 (4 十 2k)(0.5)* k 宇 0 
与 连续 系统 中 的 H(p) 一 样 ,H(E) 中 车 有 复 极点 , 则 必定 共 思 f 成 对 。 若 设 及 (E) 的 共 
绒 复 极 点 为 nn 二 pe? ,rs 二 rr? 二 pe 1, 则 可 得 系统 的 零 输 入 响应 为 
Yai(k) = cio pe?) +c pe?)*= pi(coes 十 czoe *) 
= pr (cicosQk + cssinQk) (6-39) 


式 中 
ca 一 co 十 co，c = j(cw— cs) 

具体 值 由 零 输 入 响应 的 初始 条 件 决 定 。 可 见 , 当 互 (E) 存 在 复 极点 时 , 随 po 的 取 值 不 同 , 系 
统 零 输 入 响应 的 实 部 和 虚 部 可 能 是 等 幅 、 增 幅 或 减 幅 的 正弦 序列 。 

【 例 6-5】 设 描述 离散 系统 的 差分 方程 为 

y(k)+0.25y(k—2) = fk—1)—2f(k—2) 

系统 的 初始 条 件 为 y.; (0) 二 2,y.; (1) 二 3。 试 求 三 0 时 系统 的 零 输入 响应 。 

解 : 写 出 系统 传输 算 子 


E71— 2E™ E—2 
H(E) = T4025E 37 ~ EF +0.25 
其 极点 是 一 对 共 轰 复 极点 : n= 二 j0. 5 一 0. 5@3 ,rs 二 一 j0. 5 二 0. 5e- 这 。 
则 有 
Why = {05 [eees( 年 + es 等]] 
利用 初始 条 件 


yuai(0) 一 cl 一 2 


ya(C1) 0.5[eeos 站 十 czsin 2| 三 3 
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求 得 c 一 2,c* 一 6。 
于 是 系统 的 零 输 入 响应 
k 


0 [2cos( 笃 上 + 6sin( 2)] k>0 


6.6 离散 系统 的 零 状 态 响 应 


设 系统 的 初始 观察 时 间 k, 二 0, 所 谓 离散 系统 的 零 状态 响应 ,是 指 该 系统 的 初始 状态 或 
者 历史 输入 为 零 时 , 仅 由 k 宇 0 时 加 入 的 输入 引起 的 响应 ,通常 记 为 y.,(k)。 本 节 将 按照 连 
续 系统 的 零 状态 响应 的 思路 ,推导 出 任意 输入 序列 作用 于 LTI 离散 系统 时 零 状态 响应 的 计 
算 方法 。 

6.6.1 离散 信号 的 时 域 分 解 

根据 单位 脉冲 序列 定义 和 序列 位 移 的 概念 ,有 


1 k=m 
6(k—m) = (6-40) 
0 km 
于 是 可 得 
. fim) k=m 
fk)6(k—m) = (6-41) 
0 km 


因此 ,对 于 任意 序列 /(k) ,可 写成 
fk) 二 十 f( 一 2)6(k 十 2) 十 /( 一 D6Ck 十 十/(0)6(k) 十 [01D6Ck 一 1) 十 /(2)6(k 一 2) 
十 … 


即 


f(k) = 2 fm okR—m) = f(k) GO) (6-42) 


这 就 是 常用 的 离散 时 间 信号 的 时 域 分 解 公式 。 该 公式 表明 ,任意 一 个 离散 时 间 信 号 /(k)， 
均 可 以 分 解 表示 为 众多 移 位 脉冲 序列 6(k 一 m) 的 线性 组 合 。 


6.6.2 基本 信号 5(k ) 激 励 下 的 零 状态 响应 


设 系统 初始 观察 时 刻 &。 二 0, 则 离散 系统 对 于 单位 脉冲 序列 6(&) 的 零 状 态 响应 称 为 系 
统 的 单位 脉冲 响应 ,或 简称 为 单位 响应 , 记 做 h(k)。 
LTI 离 散 系统 的 单位 响应 可 由 系统 的 传输 算 子 有 H(E) 求 出 。 下 面 分 别 讨论 。 
1. H(E) 只 有 一 阶 极点 。 若 系统 传输 算 子 
E 


H(E) = 


具有 一 阶 极点 下 一 ~ 并 注意 分 子 中 含有 算 子 已 , 写 出 相应 的 差分 算 子 方程 为 
(E—nh(k) = ES(k) (6-43) 
即 
h(k+1)—m(k) 一 SG 十 1) 
移 项 后 有 
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hk+1) = mk) +ok+1) (6-44) 
根据 系统 的 因果 性 , 当 &A<0 时 ,有 h(k) 二 0。 以 此 为 初始 条 件 , 对 式 (6-44) 进 行 递 推 运算 
得 出 

h(0) =h(—D +00) =1 

J 全 YC Db 

六 (2) =mD)+02) = 

nk) =k—1D)+ok) 一 六 
因此 有 

HC(E) = =E (kh) = relk) (6-45) 

E—r 
2. H(E) 具 有 高 阶 极点 。 设 系统 传输 算 子 
二 “证 
HO 


在 E=r 处 有 二 阶 极 点 ,分 子 中 含有 算 子 EE。 写 出 系统 的 差分 方程 
(E—r)?y(k) = Ef(k) 
同样 , 令 A(k) 二 6(k) ,得 到 单位 响应 h(k) 的 求解 方程 为 
(E—r)h(k) = E(k) 
将 该 方程 改写 为 
(E—N[(E—h(k)] = E(k) 
根据 式 (6-43) 的 求解 结果 式 (6-45) ,可 将 上 式 方 括号 中 的 (E 一 r)h(k) 表 示 为 
(E—rh(k) = re(k) 
AR 十 1) = rh(k) +rie(k) 
采用 上 述 类 似 的 递 推 求解 方法 ,可 求 得 系统 的 单位 响应 为 
h(k) = kree(k) 


于 是 有 
E kl 
=— hk) = (hk) - 
H(E) = h(k kr "elk (6-46) 
同 理 , 可 得 
"i RB 4) _ 
H(E) (Ey h(k) 31 rle(k) (6-47) 
推广 到 a 阶 极点 ,有 
E = RE= 了 一 这 十 2 i 2 
H(E) (Ey h(k) TI rle(k) (6-48) 


【 例 6-6】 设 描述 离散 系统 的 差分 方程 为 
yk 十 3) 一 1.2y(k 十 2) 十 0.45y(k 十 1) 一 0.05y(k) 
一 11f( 十 3) 一 37F(R 十 2) 十 0.257(R 十 1) 
求 系统 的 单位 响应 。 
解 : 由 已 知 差分 方程 得 系统 传输 算 子 为 
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11F’ — 3E’ +0.25E 
E’=1.2E’ 十 0.45 巨 一 0.05 


将 及 (E)/E 进行 部 分 分 式 展开 ,得 


五 (ED) 


H(E) 11E’* — 3E+0.25 11E’: 一 3 已 十 0.25 
E FEF;—1.2E’+0.45E—0.05 (E—0.2)(E—0.5)’ 
1 10 5 
BE-0d! E05 B=0s 
即 
7 10E ， 5E 
HD -E00s Tp-05t 00 
由 
A 
B02™ 0 2 人 有 
10E 
二 0 10 (0.5)4 (k) 
5E a k—l 
CE 一 54(0.5) eCk) 
因此 ,系统 的 单位 响应 为 


A(&) = [0.2: 二 10(0.5)*++5k(0.5)*! Je(k) 


6.6.3 一 般 信号 f(k ) 激 励 下 的 零 状态 响应 


设 离散 系统 的 输入 为 /(k) ,对 应 的 零 状态 响应 为 y:; (&) 。 由 离散 信号 的 时 域 分 解 公 
式 (6-42) 知 道 , 可 将 任 一 输入 序列 /(k) 分 解 表示 成 众多 移 位 脉冲 序列 的 线性 组 合 , 即 


fk) = f(k) #6(k) = 六 fm6(k—m) (6-49) 


mm 一 一 co 


根据 LTI 离散 系统 的 特性 ,应 用 单位 响应 h(k) 可 以 分 别 求 出 每 个 移 位 脉冲 序列 

了 lm)6(k 一 m) 作 用 于 系统 的 零 状 态 响 应 。 然 后 ,把 它们 释 加 起 来 就 可 以 得 到 系统 对 输入 
了 (k) 的 零 状 态 响应 y., (k)。 因 此 ,我 们 也 可 以 采用 连续 系统 中 类 似 的 方法 ,在 求 得 单位 响应 
的 基础 上 ,依据 信和 号 的 分 解 特 性 和 系统 的 线性 、 时 不 变 特性 推导 出 离散 系统 零 状态 响应 的 计 
算 公 式 。 对 于 LTI 离散 系统 ,有 如 下 输入 与 零 状 态 响 应 关系 

(kk) —> h(k) 

人 

fm ok—m) > fm)h(k—m) 


BD) fom > > fh(k—m) 


fC) > fm) * hk) 
即 得 到 系统 在 一 般 信 号 /(k) 激 励 下 的 零 状 态 响 应 为 


ya (k) 一 2 fmMhk—m) = fk) x h(k) (6-50) 


这 一 结果 表明 : LTI 离散 系统 的 零 状态 响应 等 于 输入 序列 /(k) 和 单位 响应 h(k) 的 卷 积 和 。 
综合 考虑 式 (6-38) 和 式 (6-50) ,可 将 离散 系统 的 全 响应 表示 为 
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di-—1 
Yk) = ye (kh) + yak) = Pcikirtt CE) x hk) 6-81) 
式 中 ,各 符号 的 意义 与 前 面 有 关 说 明 相同 。 
【 例 6-7】 已 知 离散 系统 的 输入 序列 /(k) 和 单位 响应 h(k) 如 下 : 
fk) = el(k)—el(k— 5) 


hk) = (#)ew 
求 系统 的 零 状态 响应 y., (k) 。 
解 : 由 已 知 得 
ek) = HD Rt = C= I 
由 卷 积 的 分 配 律 ,将 上 式 写成 
(CD = Elk) # hk) —elk— 5) hk) 
查 卷 积 和 表 6-1, 得 


4 大 
yen (CR) = el(k)#h(k) = E(R) 关 全 js [2 二) Je(k) 


由 系统 的 时 不 变 特性 ,得 
ys2(k) = elk—5) xh(k) = yk— 5) E (3) je 5) 
于 是 ,系统 的 零 状态 响应 为 


ys (k) = ys (CR) 一 ysa(R) [2 3) E 3) Je 5) 
【 例 6-8】 描述 某 离散 系统 的 差分 方程 为 
yk) 一 0.7y(R 一 1) 十 0.12y( 一 2) 一 27(C) 一 CR 一 1) 
若 输 入 /(k) 二 (0.2)*e(k), 零 输入 响应 的 初始 条 件 y.; (0) 二 8,y.i(1) 二 3。 试 求 系统 的 零 输 
入 响应 、 零 状态 响应 和 全 响应 。 
解 : 写 出 系统 的 算 子 方程 
(1—0.7E7:+0.12E™)y(k) = (2— E71)/(k) 


其 传输 算 子 为 
HE) = ink Di = “BE WD: E(2E—1) 
1—0,7E™+0.12E™ FE’—0.7E+0.12 (E—0.3)(E—0.4) 
系统 的 零 输入 响应 公式 为 


yai(k) = [ci(0.3)*++ cz(0.4)*Je(k) 
将 初始 值 代入 上 式 , 有 
ysi(0) 一 cl 十 cz 三 8 
ysi(l1) 一 0.3ci 十 0.4cs 一 3 
联 立 求解 得 ci 二 2, cs 二 6。 故 有 和 零 输入 响应 为 
yzi(k) = [2(0.3)*++6(0.4)*Je(k) 
将 有 H(E)/E 展开 成 部 分 分 式 , 有 


H(E) EC(2E— 1) 4 2 
E (E—0.3)(E—0.4) E—0.3 E—0.4 
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即 
4FE 2E 


MD 0 E-0d 


系统 的 单位 响应 公式 为 
h(k) = [4(0. 3)* — 2(0. 4)*Je(k) 
yes (hk)= fk)# Rk) = (0.2)e Ck) x [4(0. 3)* — 2(0.4)*Je(k) 
= [12(0.3)* — 4(0.4)*— 6(0.2)*Je(k) 
系统 的 全 响应 公式 为 
yk) = yak) + ye (hk) = 2[760.3)* + (0.4)* — 300.2)*Je(k) 


【 例 6-9】 已 知 yk) = + D+z(k—2)), 求 : 

(1) 车 z(k) 二 e(k) ,用 卷 积 和 求解 y(k); 

(2) 车 xD 一 Acos 人 2 各 上 (D , 试 着 确定 A 和 N ,使 得 稳 态 响 应 为 零 , 并 用 MATLAB 
验证 。 

解 : 由 定义 知 , 当 zx(k) 二 6(k) 时 ,有 y(k) 二 h(k) 二 3 (6(A) 十 SC 一 1) 十 SC 一 2)) 。 


(1) 若 z(R) 一 se(R) ,有 y(R) 一 六 CR) * zx(k) (0(R) 十 SC 一 1) 十 SC 一 2)) xe(CR) 


(Ce(A) 十 s( 一 1) 十 se(R 一 2)) 


ww 


(2) 若 z(h)==Acos( 加 此 (4), 有 
2 A 2nk (2x(k—1) 2x(k— 2) 
yk) = h(k) * zr(k) 3 (eos( N J+eos( N J+eos( N ) 
显然 当 N=3 且 A 为 任意 实数 时 ,使 得 y(k) 稳 态 响应 为 零 。 
MATLAB 程序 如 下 : 


clear all;close all; clc; 

xl = [0 0 ones(1, 20)]; 

k= -2:19; kl = 0:19; 

x2 = [0 0 cos(2*# pixk1/3)]; 
h = (1/3) * ones(1, 3); 

Y = conv(xl, h); yl 
Y = conv(x2, h); y2 
figure; 

stem(k, x1, 'r');grid;xlabel( 'k');ylabel( x1[k]'); 
xl max = max(x1);xl min= min(x1); 

ylim([x1 min—0.1 x1 max+0.1]); 

figure; 

stem(k, yl, 'r');grid;xlabel( 'k');ylabel( 'y1[k]'); 
Yl_max = max(y1);yl_min= min(y1); 
ylim([yl_min—0.1 yl_max+0.1]); 

figure; 

stem(k, x2, 'r');grid;xlabel( 'k'); ylabel( 'x2[k] '); 
x2 max = max(x2);x2 min= min(x2); 


Y(1:length(k)); 
Y(1:1length(k))7 


204 者 | 信号 与 系统 一 一 基于 MATLAB 的 方法 


ylim([x2 min— 0.1 x2 max+ 0.1]); 

figure; 

stem(k, y2, 'r');grid;xlabel( 'k');ylabel( 'y2[k] '); 
Y2_max= max(Y2);Y2_min = min(y2); 
ylim([y2_min—0.1 Y2_max+0.1]); 


程序 输出 结果 如 图 6-8 所 示 。 


1.0 ] 1.0 ] 
0.8 ] 0.8 ] 
0.6 0.6 
四 三 
”0.4 一 0.4 


1 
内 
© 
忆 
S 


10 15 20 -5 0 5 10 15 
k k 


(dah (bi(D 


“5 0 5 10 15 
k 


(QE209) (d) yo(k) 
图 6-8 程序 输出 


习题 


6-1 写 出 如 图 6-9 所 示 各 序列 的 表达 式 。 
6-2 判断 下 列 各 序列 是 否 为 周期 序列 。 如 果 是 周期 序列 , 试 确定 其 周期 性 。 


(1) FA) 一 ei( 和 =) ; (2) /=sin( 1); 
py os Eos) AD coe 下 二 goin [下 
(3) CD=eos ja 4 ): (4) f(k) cos( 3 十 )+2sin( 4 下 


6-3 计算 下 列 卷 积 和 FA) 一 户 (A)* fo(k)。 

(1) fi(k)=ate (k), fi(k)=P'e(k),0<a<1,0<B<1,a#B; 
(2) fi(k)= (0.5)e(k), fo(k)=e(k); 

(3) f1(k)=(0. 5)e Ck) ,fi(k)=e(—k+1); 
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f(D fk) 
3 
2 
1 lL 


图 6-9 题 6-1 


(4) fi(k)=e(k), fa(k)=2te(—k). 
6-4 各 序列 的 图 形 如 图 6-10 所 示 , 求 下 列 卷 积 和 。 


JR) 


(a) (b) (9 
图 6-10 题 6-4 图 
(1) 户 (R)# fo(k); (2)f1(k) ¥ fs(k); 
(3) [fi Ck)— fa Ck)]* f3(k)s (4)f1(k—2) x fs(k+5), 


6-5 下列 系统 方程 中 ,/(k) 和 y(k) 分 别 表示 系统 的 输入 和 输出 , 试 写 出 各 离散 系统 的 
传输 算 子 H(E)。 

(1) y(R 十 2) 一 ay(R 十 1) 十 by(R) 十 cr 十 1) 十 dFCR); 

(2) y(&) 一 2y(& 一 2) 十 FE) 十 FE 一 1); 

(3) y(R 十 1) 一 5y(A) 十 6y(R 一 1) 一 CA) 十 3 一 1); 

(4) y(&) 十 4y(R 一 1) 十 5y(R 一 3) 一 (一 1) 十 2 一 2) 。 

6-6 试 画 出 题 6-5 中 各 系统 的 模拟 框图 和 信号 流 图 。 

6-7 求 下 列 离 散 系统 的 零 输 入 响应 。 


〈1) H(E) (0) 王 0,y-(1) 一 2; 


E-—1 
FE:+2E+2°™ 
ey) ly 1) =—3, 
6-8 离散 系统 的 模拟 框图 如 图 6-11 所 示 , 求 该 系统 的 单位 响应 和 阶 跃 响应 。 
6-9 已 知 LTI 离 散 系统 的 输入 输出 差分 方程 为 

y(C) 十 7y( 一 1) 十 12y( 一 2) = 11f(k— 1)+22f(k— 2) 


(2) H(E)= 
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JW ——O—| 二 -| | 上 小 yb 
1 | 
图 6-11 题 6-8 图 


(1) 系统 的 单位 响应 ; 

(2) 输入 /(k) 二 e(k) 一 e(k 一 4) 时 系统 的 零 状 态 响 应 。 

6-10 求 下 列 差分 方程 所 描述 的 离散 系统 的 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 和 全 响应 。 
(1) y(k+1)+2y(k)=2f(k),f(R)=e te(k) ,yi(0)=0; 


(2) y(k)+3y(k—1)+2y(k—2)=f(k),f(k)=e(k),y(—1) : SS=2 


3 
二 一 0.75; 


(3) y(A) 十 5y(R 一 1) 十 6y( 一 2) 一 FA) 一 FA 一 1D) ,FA 一 e(),y(0) 一 1; y(2) 一 一 16。 
6-11 已 知 一 阶 差分 方程 y(k) 二 0. 5y(k 一 1) 十 Zz(k),n 宇 0。 求 解 单位 响应 h(k); 若 
ZX(k) 二 el(k) 一 e(k 一 3), 求 系统 的 零 状 态 响 应 ,并 用 MATLAB 验证 结果 。 


ea Z 变换 


CHAPTER 7 


Z 变换 是 对 离散 序列 进行 的 一 种 数学 变换 ,其 原始 思想 是 英国 数学 家 狄 葛 弗 
(De Moivre) 于 1730 年 首先 提出 的 ,之 后 ,19 世纪 的 拉 普 拉 斯 (P. S. Laplace) 和 20 世纪 的 沙 
尔 (H.L. Shal) 等 数学 家 不 断 对 其 进行 了 完善 性 研究 。 然 而 ,Z 变换 在 工程 上 的 应 用 直到 20 
世纪 50 年 代 到 60 年 代 之 间 随 着 采样 数据 控制 系统 、 数 字 通 信 以 及 数字 计算 机 的 研究 与 实 
践 迅 速 开展 才 得 以 实现 ,并 成 为 分 析 这 些 离散 系统 的 重要 数学 工具 。 

类 似 于 连续 系统 分 析 中 拉 氏 变换 可 以 将 线性 时 不 变 系统 的 时 域 数学 模型 一 一 微分 方程 
转化 为 * 域 的 代数 方程 ,Z 变换 则 把 线性 时 不 变 离散 系统 的 时 域 数学 模型 一 一 差分 方程 转 
换 为 Z 域 的 代数 方程 ,使 离散 系统 的 分 析 同 样 得 以 简化 ,还 可 以 利用 系统 函数 来 分 析 系 统 
的 时 域 特性 ,频率 响应 以 及 稳定 性 等 ,因而 在 数字 信号 处 理 、 计 算 机 控制 系统 等 领域 中 有 着 
非常 广泛 的 应 用 。 

本 章 主要 讨论 Z 变换 的 定义 ,收敛 域 .性 质 等 基础 知识 ,并 在 此 基础 上 研究 离散 时 间 系 
统 的 2Z 域 分 析 、 离 散 时 间 系 统 的 频 域 分 析 等 方面 的 内 容 。 

7.2 Z 变换 的 定义 和 收 合 域 

7.2.1 Z 变换 的 定义 

将 连续 时 间 信 号 /(2) 乘 以 周期 冲 激 函数 序列 6r() , 即 进行 理想 抽样 得 到 抽样 信号 

FS FN Or) Ss Fs Daa aT) 三 六 rueryad pT) (7-1) 
式 中 ,T 为 抽样 间隔 。 对 上 式 两 边 取 双边 拉 普 拉 斯 变换 ,得 
Ry = 3 fkT)e™*T (7-2) 
je 


令 eT 二 z, 将 式 (7-2) 记 为 F(z) ,并 将 其 中 f(kT) 简 记 成 /(&) , 则 得 


i 
F(z) = >) FA)s (7-3) 


k=—o0 
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称 该 式 为 序列 /(k) 的 双边 Z 变换 , 常 记 为 牙 f(k)]。 式 中 ,变量 一 2 之 k 二 十 吕 , 求 和 运算 
涉及 /(k) 在 整个 域 上 的 序列 值 。 如 果 求 和 运算 仅 涉及 f(k) 中 k 宇 0 区 间 上 的 序列 值 , 即 
F(z) = >) fC) (7-4) 


k=0 


则 式 (7-4) 称 为 序列 f(4) 的 单 边 Z 变换 。 容 易 验 证 ,对 于 因果 序列 f(k)e(k) ,由 于 


F(z) 一 DY Oe) = = Br (7-5) 


k= 


故 其 双边 . 单 边 Z 变换 的 结果 是 相同 的 。 
工程 实际 应 用 中 一 般 使 用 单 边 Z 变换 。 一 般 把 F(z) 叫 作 序列 /(k) 的 象 函数 ,A(k) 叫 
作 下 (z) 的 原 函 数 。 


7.2.2 Z 变换 的 收敛 域 


由 Z 变换 的 定义 式 可 以 看 到 ,F(z) 是 一 个 备 级 数 , 只 有 当 级 数 收敛 时 Z 变换 才 有 意义 。 
根据 级 数理 论 ,使 F(z) 满足 绝对 可 和 条 件 , 即 
3 |f (|< (7-6) 
使 式 (7-6) 成 立 的 所 有 x 的 取 值 范围 ， 称 为 < 变换 下 (=) 的 收敛 域 。 
【 例 7-1】 已 知 有 限 长 序列 /(k) 二 e(k 十 1) 一 e(k 一 2)。 求 FA) 的 双边 Z 变换 及 其 收敛 域 。 


解 : F(z) = DY fe = = 六 [+D 一 sk 一 3] 二 


k=—oo k=—oo 


= pe 二 z+ 二 1 十 zx! 


k=—1 


bp f= Dilti+ | 


所 以 当 0<<|z| 雪 co 时 上 式 级 数 收 全 。 因此 可 得 


F(x) =z+1+21 = 三 士 = 十 1 0<| =|<c 
【 例 7-2】 已 知 无 限 长 因果 序列 /(k) 二 ate (Rk)。 求 A/(k) 的 双边 Z 变换 和 收敛 域 。 
解 : F(z) = 2 eh) = 习 [ 2 ) 
3 Le l= Ds 


所 以 当 |zx| 二 lal 时 ， 上 式 级 数 收 全 。 因此 可 得 
F(z) (2) 1 十 和 十 (全 ] + 二 1zl>lal 


【 例 7-3】 已 知 无 限 长 反 因 果 序 列 f/(k) 二 一 a*e (一 上 一 1) 。 求 1(k) 的 双边 Z 变换 及 其 
收敛 域 。 
解 : F(z) = >) [一 ofe( 一 人 一 1)]z > ) atz 一 一 bl 


hoo k=—oo hb 三 
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| ate(—k—1)z* | > 


k=—oo 


所 以 当 |z| 天 121 时 ,上 式 级 数 收敛。 因此 可 得 
pw (2) [E+(s) +(E) +] 


之 1 z 
= a -1z|<lal 


a 


【 例 7-4】 已 知 无 限 长 双边 序列 FCA) 一 ok (k) 十 bre (一 k 一 1)。 
式 中 ,10| 二 la|l 。 求 f(8) 的 双边 Z 变换 及 其 收敛 域 。 


解 : F(z) = >) [a'e(k) 十 be( 一 人 一 1)]z 一 >)atz 下 十 >) br 
= 一 


k: 
fal /oY z 之 (a—b)z 
> ] +(2) a lsh 


k=0 下 一 4 一 一 c 


例 7-2 一 例 7-4 的 收敛 域 示意 图 如 图 7-1 所 示 。 


Im[z] Im[z] Im[z] 
[7 (ql 
GA RSE] RSDI Re] 
可 
(a) (b) (0) 


图 7-1 例 7-2 一 例 7-4 收敛 域 示意 图 


双边 Z 变换 收敛 域 的 特点 总 结 如 下 。 

(1) 有 限 长 双边 序列 的 双边 Z 变换 的 收敛 域 一 般 为 0 二 |z| 二 oo; 有 限 长 因果 序列 双边 
Z 变换 的 收敛 域 为 |z| 盖 0; 有 限 长 反 因 果 序 列 双边 Z 变换 的 收敛 域 为 |z| 二 oo; 单位 序列 
6(k) 的 双边 Z 变换 的 收敛 域 为 全 2 复 平面 。 

(2) 无 限 长 因果 序列 双边 Z 变换 的 收敛 域 为 |>| 二 1zo | ,zo 为 复数 .虚数 或 实数 , 即 收 敛 
域 为 半径 为 |z。 | 的 圆 外 区 域 。 

(3) 无 限 长 反 因 果 序 列 双边 Z 变换 的 收敛 域 为 |>| 二 |zo|, 即 收敛 域 为 以 |zo | 为 半径 的 
圆 内 区 域 。 

(4) 无 限 长 双边 序列 双边 Z 变换 的 收敛 域 为 |x | 过 |z| 过 |:|, 即 收敛 域 位 于 以 | = | 为 
半径 和 以 | | 为 半径 的 两 个 圆 之 间 的 环 状 区 域 。 

(5) 不 同 序列 的 双边 Z 变换 可 能 相同 , 即 序列 与 其 双边 Z 变换 不 是 一 一 对 应 的 。 序 列 
的 双边 Z 变换 连同 收敛 域 一 起 与 序列 才 是 一 一 对 应 的 。 

7.2.3 常用 序列 的 Z 变换 

常用 序列 的 Z 变换 有 如 下 : 

(1) /C8)==6(k), 则 

F(z) = >)5()x 一 1 (7-7) 


k=—oo 
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(2) f1(k) 二 6(k 一 m) ,fa(k) 二 6(k 十 m) ,m 为 正 整数 , 则 


Fi(z)= >2)6( 一 mx 一 = |z|>0 (7-8) 
F(z)= 2) 十 mc 一 am |z|<% (7-9) 
Pe 


(3) f(8) 二 e(k), 则 


B= De = zl>1 (7-10) 


| 


k=—o~ 


(4) f(8)= 一 e( 一 k 一 1), 则 


F(z) = 2)[—e(—k—D]* = |z|l<l (7-11) 


(5) /(k) 二 ate (k) (a 为 实数 .虚数 、 复 数 ) , 则 


F(z) = 2 ae = EE 1zl>lal (7-12) 


Pe 


(6) f(k)=—ate(—k 一 1), 则 


F(z) = Daek Do Il<lal (7-13) 


= 一 


7.3 Z 变换 的 性 质 


1. 线性 
如 果 及 (R) 守 Fi(z) ,fz(k)F(z) ,那么 则 有 
a fi(k) 十 as fi (ka F(z) asF,(z) 
式 中 ,ai ,as 为 任意 常数 。 释 加 后 新 的 Z 变换 的 收敛 域 是 原来 两 个 Z 变换 收敛 域 的 交集 ! 
【 例 7-5】 求 序列 cosBke (4) 的 Z 变换 。 
解 ; 由 于 cosBke(A) 一 于 [ea 十 e- 避 Je(k), 则 


Z[cospke(D]= [+] 


z —2zcosB 十 1 
2. 位 移 性 
车 f(k) 是 双边 序列 ,其 双边 Z 变换 为 牙 /(k)] 呈 F(z), 则 
[fk ea"F(z) Afk—n) "F(z) 
车 /(k) 是 双边 序列 ,其 单 边 Z 变换 为 牙 f(k)e(k)]>F(z) , 则 左 移 后 得 


m—l 
fk+ melk) 2" [F(z) 一 Dues] 
k=0 


右 移 后 得 JE 一 ma)e(e)<z [F(z)+ 六 fp 一 
位 移 性 一 般 不 改变 收敛 域 ! 
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【 例 7-6】 已 知 f(k) 二 3*e (十 1) 一 3ie (k 一 2), 求 f(k) 的 双边 Z 变换 及 其 收敛 域 。 
解 : /(k) 可 以 表示 为 
f(k)= 3te(k+1)— 3te(k— 2) 
一 3 。3tle(R 十 1) 一 32。342e(R 一 2) 


因为 3 (De |z|>3 
根据 位 移 性 质 得 ”3t+ie(t 十 Drz 。 -二 -一 二。 3<|z|<co 
ek 2 二 |z|>3 
根据 线性 性 质 得 
F(z) = 区 (6)] = < a 2 ”3<|z| 一 < 
四 3(z 一 3) xz(z 一 3) 3z(z— 3) 一 
3. Z 域 尺度 变换 
车 f(k)F(z), 则 有 ef 0DmF[ 主 ]. 


证 明 : 根据 双边 Z 变换 的 定义 ,有 


Aarf MJ= Tape = Ff) EE) 
= 天 全 
车 a 二 一 1, 则 (一 1D*f(k)F( 一 <z), 称 为 Z 域 反 转 性 质 ! 
【 例 7-7】 已 知 式 he(A)] 一 


令 “一 主 ,得 五 atf(k)] 一 Sf(k)s7* 一 F(x) 


和 , 求 序列 kate (有) 的 Z 变换 。 


二 
之 
解 : kate (kT 
(EY 
4. 序列 域 卷 积 和 
如 果 i(k) 呈 F(z) ,fo(k)F,(z) ,那么 有 
JiR) ¥ fo (Rk) EF (2)F, (<) 
收敛 域 至 少 为 原来 两 个 象 函数 收敛 域 的 交集 。 
证 明 : 根据 双边 Z 变换 的 定义 ,有 


fi(k) * fi(k)] = 3 [fi Ce) * fa(k)J2* = 3 [ 3 fm falk—m) |] 
交换 上 式 的 求 和 顺序 ,得 
fCk) * fa(k)] = 六 fm | DA me] 


式 中 , 方 插 号 中 的 求 和 项 是 /i(k 一 m) 双 边 Z 变换 的 定义 式 。 
根据 位 移 性 质 有 
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> (RE 一 如)z = z™F,(z) 


i 
因此 可 得 
Z[fi Ck) * fol(k)] = Sy film)z "F(z) = [ 六 户 (mx ”|]Fa(z) = F(z)F,(z) 
5. Z 域 微分 性 质 
如 果 /(&) 呈 F(z) ,那么 有 


kf (A 一 < EFC) 
证 明 : 根据 双边 Z 变换 的 定义 ,有 


F(z) = DR 


= 一 = 


对 上 式 关于 = 求 导 一 次 ,得 
dFCz) 


是 Fe TI 业 0 
far es dz 


= 六 (CA) (一 有 二 2 >) kf RE 


上 式 两 边 同 时 乘 以 一 > 得 
(一 =) rc = pp kf (Rk)z* = HRSCR)] 


k=—oo 


即 


CE 
kf/ (Ro) EFC) 


6. 初 值 定理 
如 果 &<NCN 为 整数 ) 时 ,/(k) 二 0, 那 么 {N= limz*F (2), 


证 明 : 根据 双边 Z 变换 的 定义 ,有 


FC)= DFR = DR 
k=N 


人 一 一 co 一 
= fCNz "+ fCN+T De + FANN 十 … 
两 端 乘 以 >” 得 
zMF(z) 一 FCON) 十 FCON 十 1) 呈 十 FCON 十 2)z 十 … 
xc 的 极限 ,得 
f(N) = lims*F (<) 
7. 终 值 定理 
如 果 A<NCN 为 整数 ) 时 ,f(k) 二 0, 那 么 f(k) 的 终 值 为 


ee) = lim <*— LF(z) 
= 一 1 之 


ce) 一 lim(z— DF(z) 
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证 明 : 根据 双边 Z 变换 的 定义 ,有 


区 Fe) 一 FE 一 1)] FI fk—1)]e™* bp (RE 一 1)]z 
k=N 


k=—o0 


根据 线性 性 质 和 位 移 性 质 有 
fA — /RD = Fe)—2 F(z) = (1— 2 )F(z) 


1 


(1—2 1)F(z) = 一 一 


F(z) [rd fk— 1 
k=N 


车 下 (z) 在 > 二 1 有 一 阶 极点 ,其 余 极 点 在 单位 圆 内 , 则 (1 一 = 一 )FCz) 的 收敛 域 包含 单位 
圆 ，* 一 1 在 收敛 域内 。 因 此 可 对 上 式 取 xz>1 的 极限 ,得 


一 1F(z) =lim DP)L/(k) fk—1)]z™* Spe JR 一 1)] 
ba sl i=N k=N 


lim 
zl 


=[f(ND—/N— DJ+[LAN+1D)— /fAN)I+ 
[fAN+2)—fON+DJ+… +f(%) 
=(co) 一 (ON 一 1) = /f(%) 


因此 得 [00) 一 im 二 PCs) 一 lim(z 一 DFCs) 


注意 : 终 值 定理 的 使 用 前 提 是 ,F(z) 在 < 二 1 可 以 有 一 阶 极点 ,其 余 极点 必须 在 单位 
圆 内 。 


7.4 了 过 逆 变 换 


7.4.1 辕 级 数 展开 法 
根据 双边 Z 变换 的 定义 ,车 /(k) 为 双边 序列 , 则 F(z) 为 和 <-! 的 军 级 数 ,收敛 域 为 
a<|z| 一 8, 即 


co 一 1 co 
F(z2) = DARE = DRE DAR) = F(z)+F(z) (7-14) 
k=0 


k= k= 一 = 


3 
其 中 ; Fi(z)= >) fk) ,F(z) = >) f(t 
k=—oo k=0 
车 /(k) 为 因果 序列 , 则 F(z) 为 2 的 竹 级 数 ,收敛 域 为 |z| 记 a, 即 
F(z) = pp 一 (0) 十 F(1)z: 十 FC2)z 十 (3)z-a 十 … (7-15) 


若 FA) 为 反 因果 序列 ,&>>0 时 ,Fe) 王 0, 则 下 (=) 为 = 的 寡 级 数 , 收 敛 域 为 |z| 王 8, 即 


-1 
F(z) = DB) (AD)z “= f= 2 f= Dz (7-16) 


人 = 一 


因此 ,根据 收敛 域 判 断 原 序列 是 因果 . 反 因果 ,还 是 双边 序列 后 ,将 象 函 数 F(x) 表示 为 
= 和 >-! 的 特级 数 后 ,= 和 =-: 的 各 寡 次 项 的 系数 就 构成 序列 /Ck)。 
【 例 7-8】 已 知 F(=) 一 二 于 ,|z|>>1, 求 F(=) 的 原 丽 数 /Ck)， 
解 因为 FC=) 的 收敛 域 为 |=| >1, 所 以 其 原 函 数 为 因果 序列 。 进 行 长 除 , 即 
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1+32 1+52 2+.… 
22zt1 | zz 
2—2z+1 
3z—l 
3z_6+327! 
5-321 
5—10z-1+52™ 
T2152 


则 有 0 


所 以 得 k<0,f(k)=0 k0,f(0)=1,f(1)=3,f(2)=5,. 


于 十 = 
acT1'1*1<1; 求 F(z) 的 原 函 数 /(k) 。 


解 : 因为 F(z) 的 收敛 域 为 |z| 二 1, 所 以 其 原 函 数 为 反 因 果 序 列 。 进 行 长 除 , 即 


【 例 7-9】 已 知 F(z) 二 


2+322H5231 


3z2_623+3z4 
52 -3z4 
523—1024+525 
T7245z5 
则 有 F(2) = 3 十 lz 
”22 一 2z 十 1 加 一 尼 
所 以 得 k<0,f(—1)=1,f(—2)=3,f(—3)=5,* k>0,f(k)=0 
= 一 时 求 (2 - 
【 例 7-10】 已 知 F(z)=FocT3'1<1z1<3, 求 F(z) 的 原 函 数 /(k)。 
解 : F(z) 的 原 函 数 /(k) 为 双边 序列 。F(z) 可 以 表示 为 
2z 之 之 
dt 


式 中 : F(x) 于 5'1z1<3,F:(z)==- 半 7'1z|>1。 

接 下 来 可 利用 前 面 两 个 例子 的 长 除法 得 到 各 个 序列 点 的 值 , 这 里 不 再 重复 说 明 。 
7.4.2 部 分 分 式 展开 法 

用 部 分 分 式 展开 法 求 Z 逆 变 换 与 部 分 分 式 展开 法 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 类 似 。 但 由 于 常 


用 指数 函数 Z 变换 的 形式 为 -三 ,因此 ,一 般 先 把 志学 展开 为 部 分 分 式 ,然后 再 乘 以 <, 得 
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到 用 基本 形式 -三 -表示 的 (<) ,再 根据 常用 变换 对 求 Z 道 变换 。 允 宇 展 开 为 部 分 分 式 ， 


党 三 小 
则 有 


F(z) _ B(z) B(x) 
和 M(xz) (z—z1)(2— 2z2)°"(z— z,) 


设 导 汪 为 有 理 真 分 式 ,可 表示 为 如 下 三 种 情况 。 


1. 站 呈 的 极点 为 一 阶 极 点 


到 尝 的 部 分 分 式 展开 式 为 


F(z) B(xz) Kk! | 天， 


z= 


a<=|z|<Bp 


因此 可 得 FO = DK 
根据 F(z) 的 收敛 域 和 以 下 变换 对 


elm |z|>lzl 
-eC E—D= Ee |zl<lxl 
很 容易 求 得 F(z) 中 各 分 式 的 原 函 数 。 


【 例 7-11】 已 知 F(z) = ie—2) a)’2<1z1<3, 求 F(z) 的 原 函 数 /(k)。 


解 : 由 于 F(z) 的 收敛 域 为 2 一 |z| 一 3, 所 以 /Ck) 为 双边 序列 。 荆 呈 展 开 式 为 


， Ne 32 
所 以 F(z) 一 z 一 1 人 2<|z|<3 


由 于 a = el 


eth ,els2 


二 


所 以 2e(O 一 5 。 oO 一 Be 


Es WE 


Izl>2 


3z 
一 3 
上 面 两 个 Z 变换 的 收敛 域 的 公共 部 分 为 2 二 1>| 二 3。 于 是 得 


3 .34( 一 上 一 1D)*>-- |=| 一 3 
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fk) = 2e(k)—5. 2e(k)— 3. 3e(—k—1) 


2. 丰 呈 有 重 极点 


设 
示 为 


代 9 在 :一 zs。 有 加 阶 重 极点 , 另 有 个 一 阶 极点 <.(i 一 1，2，… ,1), 则 伴 并 可 表 


则 习 芝 可 展开 为 以 下 部 分 分 式 
F(z) Kin i Kim1 js jae Ky "kK, 
z Z—zo)" (z—zo)"™l = 


系数 Ki;(i==1,，2,…, m) ,Ki(i 二 1,，2,，…, nn) 的 计算 方法 为 


四 WR 
Ks i a ] i 
K; = (z— zi) ED _ 
F(z) 的 部 分 分 式 展开 式 为 
F(z) = D Ku + DR a<|lz|<p 
i=1 (z— 2z0) i=1 ZZ 
利用 前 面 的 常用 变换 对 以 及 下 面 的 变换 对 
1 | a z 
NA DAT2D mt Da ek- Dem Il<a 
1 We z 加 
Nk DAD mt Da "er mm IzI>a 
很 容易 求 得 F(z) 中 各 分 式 的 原 函 数 。 


党 于 最 
C2"1<1z1<2, 求 F(z) 的 原 函 数 /(k)。 


解 : 由 于 F(z) 的 收敛 域 为 1 过 |x| 志 2, 所 以 FE) 为 双边 序列 , 则 有 


【 例 7-12〗 已 知 F(Cz) 一 


F(z) z 十 2 天 1 Ki Kl 天: 
党 z(z 一 1) (z 一 2) 《xz 一 2 二 和 下 > 二 z 
每 1 
2 2 3 2 
2 i 之 
3 
、 2z 站 3z 1 
所 以 Ra) (z— 2)? py 2 
kl < 3 z 
hae pk- Deora I*I<2 
二 
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ED lel) 


6(k) >1 
因此 可 得 


fk) =— 2k2 te(—k D +32e k—1) +3e(k) $60k) 


= (5 一 2)24le( 一 人 一 1) 十 3e(A) 50k) 
3. 三 全 有 共 二 复 极点 


在 全 和 2 的 系数 为 实数 的 前 提 下 ,和 如 果 出 现 复 极点 ,必然 共 亏 成 对 出 现 。 求 解 方法 


参考 前 面 单 实 极点 处 理 方法 ,结果 运用 欧 拉 公式 做 简化 即 可 ,下 面 参考 实例 来 说 明 。 


【 例 7-13】 已 知 F(z) 一 二 一 1 二 8 求解 如 下 问题 。 


(1) 若 FCz) 的 收敛 域 为 |z| 二 2V2 , 求 原 函数 /CA); 
(2) 车 FCz) 的 收敛 域 为 |*| 一 2V2 , 求 原 函数 /CA) 。 
解 : (1) 若 F(z) 的 收敛 域 为 |z| 二 2V2 ,这 种 情况 下 ,7(A) 为 因果 序列 。F(Cx) 的 极点 为 


六 
= 一 2 士 j2, 世 (可 展开 为 

FCz) 1 Ki 
2 有 了 

Ki = [= 一 (2 十 j2)] | =—jl = le 

4 4 

区 

K,= Kr 一 j 4 TI 

因此 可 得 CD 一 [es (2VZei) + et (2V2e-t)Je(k) 


= 证 (2V2)' [e (Hr#) 十 eri( 和 -至 ) Je(k) 


根据 欧 拉 公式 得 (0D= 寺 (2V2) eos( 瑟 一 于 eC 


(2) 若 FCz) 的 收敛 域 为 |z| 一 2V2 ,这 种 情况 下 ,FA) 为 反 因果 序列 。 仿 照 上 面 方法 可 得 
CD 一方 Cava)*eos (于 一 至 jC 一 1) 


7.4.3 了 Z 逆 变换 的 MATLAB 实现 


在 MATLAB 中 ,函数 residuez() 可 以 用 来 计算 一 个 有 理 分 式 的 留 数 部 分 和 直接 项 。 
设 多 项 式 表 示 为 


2 | 全 5 基 MATLAB 的 法 


之 十 Ee 人 县 M 
Xz) B(z) bo biz ;| Dnz 3 a 让 De 


A(z) aod+az ll 二 十 amz™“ pt pe 


函数 residuez() 的 调用 格式 为 


[rp,c] = residuez(b,a) 
其 中 ,向 量 5,a 分 别 决定 多 项 式 B(z) 和 A(z) 的 系数 , 按 z 的 降 索 排列 。 返 回 的 列 向 量 ~ 包 
含 留 数值 , 列 向 量 p 包含 极点 的 位 置 , 列 向 量 c 包含 直接 项 。 
一 般 情 况 下 ,用 MATLAB 求 Z 首 变 换 的 步骤 为 ; 
(1) 确定 Z 变换 的 收敛 域 .这 是 最 关键 的 一 步 。 
(2) 用 MATLAB 求 出 有 理 分 式 的 极点 分 布 ,以 及 在 各 个 极点 上 的 留 数值 和 直接 项 的 
值 ,从 而 将 有 理 分 式 分 解 为 简单 的 分 式 之 和 ,然后 根据 收敛 域 , 求 出 原 序 列 。 


【 例 7-14】 已 知 因果 序列 z(k) 的 Z 变 换 X(z) 二 0 二 二, 求 其 原 序列 x(k)。 
解 : 本 例 的 Z 着 变换 的 程序 如 下 ， 
b=[10,1, -1];a= [1,0, -0.25];#% 确 定 2 变 换 表达 式 


[r,p,c] = residuez(b,a) 
运算 结果 显示 为 : 


r=4.0000 
2.0000 

p = 0.5000 
一 0.5000 

c=4 


因此 ,分 式 XCs) 可 以 表示 为 


X(z) 4 


2 
1—0.5z! 1 二 0. 5z 
X(z) 有 两 个 极点 : x 二 0.5 和 二 一 0.5。 由 于 xz(k) 是 一 个 因果 序列 ,所 以 它 的 Z 变换 
的 收敛 域 为 |z| 二 0.5。 所 以 容易 确定 原 序列 为 
Zz(k) = 46(k) 十 4(0.5)4e(R) 十 2( 一 0.5)4e(R) 


十 二 十 4 


7.5 离散 系统 的 域 分 析 


7.5.1 离散 信号 的 Z 域 分 解 
根据 Z 道 变换 的 定义 ,因果 信号 /(k) 可 以 表示 为 
二 站 Nt = 1 Fi 
f(k) = 志和 rc dz = i dz (7-17) 
从 上 式 可 知 ,x* 可 以 看 成 是 信号 /(k) 的 基本 信号 单元 。 
7.5.2 基本 信号 z* 激励 下 的 系统 的 零 状态 响应 


若 LTI 离散 时 间 系 统 的 输入 为 /(k) , 零 状态 响应 为 y。 (4) ,单位 响应 为 h(k) ,由 时 域 
分 析 可 知 
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yes(k) = fk) x hk) 
如 果 A(k) 二 <*, 则 
yuk) = hk) 一 DP) hme™ = 六 hm)e™ 


pe Pe 


六 h(m)z” 是 系统 单位 响应 h(k) 的 双边 Z 变换 的 定义 式 。 由 于 h(k) 一 般 为 因果 信号 , 则 


六 h(m)z™ = Do, 所 以 


im 


ya (k) = Ohm” = ztH(z) 


式 中 : H(z)= Soe 二 牙 h(k)], 即 H(z) 是 系统 单位 响应 h(k) 的 单 边 Z 变换 。 

于 (<) 称 为 离散 系统 的 系统 函数 ,x* 称 为 系统 的 特征 函数 。 从 上 面 推 导 得 出 ,离散 系统 
对 基本 信号 >* 的 响应 等 于 >* 与 系统 函数 及 (x) 的 乘积 。 

7.5.3 一 般 信号 /(x) 激 励 下 的 系统 的 零 状态 响应 


当 激 励 为 一 般 信 号 fk) 时 ,根据 LTI 系统 的 特性 ,有 如 下 激励 产生 零 状态 响应 的 对 应 关系 
一 H(z)xz* 《上 一 小 节 讨 论 结果 ) 


Ef ee DH (<)xtdz ( 章 次 性 ,线性 ) 


2rj z 
中 L FS) qe i (等 加 性 ,线性 ) 
c2rj >zx c2rj z 


上 式 左 边 是 F(z) 的 道 变 换 的 定义 式 , 右 边 是 下 (>z)H(z) 的 道 变 换 的 定义 式 。 
因此 ,信号 /CA) 激 励 下 的 系统 的 零 状 态 响 应 


二 中 1 了 (z)F(z)zdz = ZI[F(z)H(z)] 


2rj = 
或 者 牙 y.,(k)]= 二 F(z)H(z)==Y.,(z), 因 此 可 得 
Yu (2) 
He F(z) 


由 于 /(k) .h(k) 为 因果 信和 号 ,所 以 y., (k) 也 是 因果 信和 号。 

从 以 上 讨论 可 知 , 在 Z 域 ,离散 系统 的 零 状态 响应 可 按 以 下 方法 求解 : 

(1) 求 系统 输入 /(k) 的 单 边 Z 变换 下 (xz); 

(2) 求 系统 函数 H(z), H(z)== 直 hh(k)]; 

(3) 求 零 状态 响应 的 单 边 Z 变换 Y,, (z), Y., (zx) 二 F(z)H(z); 

(4) 求 零 状态 响应 yc, (k) ,ys (k) 二 ZZ1[Y., (z)j]。 

【 例 7-15】 已 知 离散 系统 输入 为 f1(k) 二 e(k) 时 , 零 状 态 响 应 ys (4) 二 3 (k)。 求 输 
人 为 fo(k) 二 (k 十 1)el(k) 时 系统 的 零 状 态 响 应 ys CR) 。 

解 : i(k) 和 ys (k) 的 单 边 Z 变换 分 别 为 


MD = al 
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Yailz) 一 


请 


2 
F(z) 2z—3 


所 以 系统 函数 H(z) 二 


系统 输入 fs(&) 的 单 边 Z 变换 为 ”F(x) > = 


因此 ys (4) 的 单 边 Z 变换 为 
过、 二 
A 2 EM 区 
th dd rs tp ee | 
求 其 道 变换 得 ”ys (k) (3 ye 于 (3 1 )el(k) 


7.6 离散 系统 差分 方程 的 Z 域 解 


LTI 离散 系统 是 用 线性 常 系数 差分 方程 描述 的 。 离 散 系统 的 输入 通常 为 因果 信号 。 
此 ,可 以 根据 单 边 Z 变换 的 位 移 性 质 把 差分 方程 变换 成 2 域 的 代数 方程 进行 求解 ,就 能 比 
较 方便 地 计算 出 系统 的 零 输入 响应 、 零 状态 响应 和 全 响应 。 


7.6.1 差分 方程 的 Z 域 解 


以 二 阶 离散 系统 为 例 , 设 二 阶 离散 系统 的 差分 方程 为 
yk) 十 ay(R 一 1) 十 aoy(R 一 2) = bf +h /RO— 1) +o /fk— 2) 
设 y(k) 的 单 边 Z 变换 为 Y(z) ,根据 单 边 Z 变换 的 位 移 性 质 ,对 上 式 两 边 取 单 边 Z 变 
换 , 考 虑 到 /(k) 为 因果 信号 ,得 


1 
Y(z) a[z YCz) +y(—1)]+ao[z :YC(z) + Dy(k— 2)2*] 
k=0 


=bsF(z) hz F(z) bz F(z) (7-18) 
整理 后 写成 
(1+az 十 az)Y(z) =—[(a 十 aoz 1D)y( 一 1) 十 aoy( 一 2)] 十 ( 久 十 六 十 和 2)FCz) 
分 别 令 A(z) 一 1 十 ai :十 aox 
B(z) = bhz! hz’ 
C(z) 一 一 [(ai 十 aoz )y( 一 1) 十 aoy( 一 2)] 
则 YCe) 一 全 于 十 攻 于 PC) (7-19) 


式 中 ,守节 只 与 yk) 的 初始 值 Y( 一 1) .>( 一 2 有关 ,而 与 FCs) 无 关 ,y( 一 1) 、y( 一 2) 为 系统 


的 初始 状态 ,所 以 多 写 是 系统 零 输入 响应 ys (4) 的 单 边 Z 变换 Y- (=); 63 


F(x) 有 关 , 而 与 初始 状态 无 关 , 因 此 , 它 是 系统 零 状态 响应 y。 (k) 的 单 边 Z 变换 Y., (=); 
A(z) 称 为 系统 的 特征 多 项 式 ,A(z) 二 0 称 为 系统 的 特征 方程 ,其 根 称 为 特征 根 。 
因此 可 得 


F(z) 只 与 


fC RE) pe)] 


PENS | A 


第 7 章 2Z 交 换 | 221 


ceo) i BC) 
FT 


由 于 Y..(=) 王 五 (=)F(z), 因 此 ,容易 得 到 系统 函数 为 


B(z) _ bt+hz'! bz 
A(z) 1l+az :c+aoz 


yei (k) Z| F(z)] 


(7-20) 


H(z) 


系统 一 旦 确定 ,系统 函数 唯一 确定 ! 
【 例 7-16】 已 知 二 阶 离散 系统 的 差分 方程 为 
DRY = y= 4 = 2 = FE= 
fk) =2te(k), y(—1)=1, y(—2)=1 
求 系统 的 完全 响应 y(k) 、 零 输入 响应 ys; (k) 、 零 状态 响应 y., (k)。 
解 : 输入 /(k) 的 单 边 Z 变换 为 
F(z) = Z[2*e(k)] = 
对 系统 差分 方程 两 边 取 单 边 Z 变换 ,得 
Y(z)—5[z YC(z) 二 +y(—1)]++6[z*Y(z)+y(—=2)++y(— 1)z!] < 1F(z) 


把 下 (x) 和 初始 条 件 y( 一 1) 、y( 一 2) 代 入 上 式 , 得 
(B— 6 (=— 1 =6y(=2) wt F(z) 5z 6x 2% 


CE 


狼人 1—52 + 62 15+t6r * x-2 z—3 (z—2)? 
(5=6z "sy(—=17—=6y(—=2) 8z 9 
ta 1—5z 1+62’ | 
Ws 3z 3z 2z 
Yale) i z 一 3 z—2  (z 一 2)2 
求 其 逆 变 换 可 得 


yk) = [5 (2)* — 2 (3) —k (2)*JeCk) 
ya (hk) 一 [34 — (3+k)2:Je(k) 
ya (k) 一 (24 一 3t2)e() 


7.6.2 离散 系统 的 频率 响应 


连续 系统 的 频率 响应 是 指 连 续 系统 对 不 同 频率 的 正弦 信号 的 响应 特性 ,用 瓦 (jw) 表 示 。 
离散 系统 的 频率 响应 (频率 特性 ) 是 指 系统 对 不 同 频率 正弦 序列 的 响应 特性 。 下 面 讨论 离散 


系统 的 频率 响应 及 表示 。 
1. 离散 系统 对 正弦 序列 的 响应 
设 离散 系统 的 输入 为 
JR) 一 Acos(OR 十 0) —~<h<™” (7-21) 


式 中 ,A、Q 为 正 实数 ,2 称 为 数字 角 频 率 。 设 系统 的 初始 时 刻 如一 一 ,系统 的 响应 为 
y(k) ,并 且 设 >( 一 c) 王 0, 则 y(&) 也 是 零 状态 响应 。 为 了 讨论 方便 , 令 9==0, 但 不 失 一 般 
性 , 则 系统 输入 PC) 可 以 表示 为 

CA) 一 全 (om ew ) 


设 系统 对 e* 的 零 状态 响应 为 y; (&) ,根据 离散 系统 时 域 分 析 的 结论 
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Yk) =h(k) x eiot 一 之 AOGn)em nD 三 hm) (en)™ (7-22) 


对 于 因果 离散 系统 ,单位 序列 响应 hk) 为 因果 序列 。 因此 得 
yi(k) = er Pho er = er Dh em) (7-23) 


车 系统 函数 H(z ) 的 极点 全 部 在 单位 国内 ， 则 五 (=) 的 收敛 域 包 含 单位 圆 , 即 厅 (=) 在 单位 圆 
1|z| 二 1 上 收 敏 ,因此 , 互 (x) 在 > 二 er 时 也 收 僵 。 于 是 , 式 (7-23) 可 以 表示 为 
yi(k) 一 em Sk) | = etH(z) | = erH (en) (7-24) 


k=0 


设 系统 对 e- 池 的 响应 为 ys(k), 同 理 可 得 
ye(R) = h(k) et = eH (en) 
式 中 ,有 H(e?) 为 复数 ,H" (e?) 是 五 (ea) 的 共 恩 。 
因此 可 得 >(A) 一 全 [y(A) 十 (OO] 一 全 [LHCea)en + H' (er)ee] 
令 H(e?) 一 | H(e?) | er , 则 H* (er?) 一 | H(e?) | er9) 
则 上 式 可 以 表示 成 
y(k)= 了 | HC(e?) | [eiottro) 十 eriotro)] 


= A|H(e?) |cos(Qk 十 PCO)) 
若 /(k) 二 Acos(Qk 十 0) ,0 天 0, 则 
y(k) = A|H(e?) | cos(OR 十 0 十 p(CO)) 一 ce < 二 co 《7-25) 
以 上 讨论 结果 表明 , 若 离散 系统 的 系统 函数 瓦 (=) 的 收敛 域 包含 单位 圆 (极点 全 部 在 单 
位 圆 内 ), 则 系统 对 正弦 序列 的 响应 仍 为 同 频率 的 正弦 序列 , 称 为 正弦 稳 态 响应 。 当 输入 正 
弦 序 列 的 频率 变化 时 ,响应 正弦 序列 的 振幅 和 初 相位 的 变化 完全 取决 于 及 (e?)。 因 此 ， 


HH(e?) 表 征 了 系统 的 频率 特性 。 
2. 离散 系统 的 频率 响应 
若 离 散 系统 的 系统 函数 有 (>) 的 极点 全 部 在 单位 圆 内 , 则 采 (e”) 称 为 离散 系统 的 频率 
响应 或 频率 特性 。 甩 (e?) 为 
H(e?) = H(z) H(e?) = |H(e?) | er (7-26) 
| 五 (e2) | 称 为 幅 频 响应 或 幅 频 特性 ,p(C2) 称 为 相 频 响 应 人 
系统 的 系 多 系统 的 频率 响应 


解 : 因为 ee Wn 
此 ,系统 的 频率 响应 为 


H(en)= = 了 2 


:do 2e2 一 1 
2em 
of [去 (e 十 e 齐 ) 十 三 (o 一 <)] 
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2(cos 9 +jsin 9 2(1+jtan 昌 ] 


四 
cos 呈 十 j3sin 9 1 十 j3tan 9 
系统 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 分 别 为 


lH | 2 


9¢(0) = arctan (tan 9)- aretan (3tan 3) 一 9 一 arctan (3tan 9 
幅 频 响应 和 相 频 响应 曲线 如 图 7-2 所 示 。 


IEeiol ho OO) 


-2x -TO Tn 2x 
图 7-2 例 7-17 幅 频 响应 和 相 频 响应 曲线 


【 例 7-18】 已 知 离散 系统 的 系统 函数 为 H(z) 一 一 生 一 , 1x1 之 十 ,系统 的 输入 为 
1 1 


}: 
7(D 一 6 二 6cos[ 可 小 一 一 一 4<=-, 求 系统 的 稳 态 响 应 。 


解 : 因为 H(z) 的 收敛 域 为 || 二 方 ,所 以 H(z) 在 单位 贺 上 收 化 。H(z) 可 以 表示 为 


2 2 1 
H(z) 和 云 干 1 lz|>3 
2 
系统 的 频率 响应 为 
= te i 
H(e?) = H(z) | .= en FI 


分 别 求 系统 对 /CA) 各 分 量 的 正弦 稳 态 响应 。 

(1) 系统 对 分 量 /CA) 二 6 的 稳 态 响应 。 

CA) 可 以 看 成 2=0, 初 相位 0=0 的 正弦 系列 。 当 2=0 时 ,系统 的 频率 响应 以 及 幅 频 
响应 和 相 频 响应 分 别 为 


He | = g(0) = pg(0) =0 


i 2 
ue) 2e? 十 11or-o 


设 系统 对 /,(k) 的 稳 态 响应 为 ws CA) , 则 yn (hk) =6X=4。 
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(2) 系统 对 分 量 用 (4D 一 6eos( 到 4 ] 的 稳 态 响应 。 
fi1(k) 的 Q==x/2, 初 相位 0 二 0。Q= 二 x/2 时 系统 的 频率 响应 为 


E33 2 _ 
H(e?) = ee 


ES 
2 +1 


Es 2 区 o 
| H(ei) | 王 二 二 0.89 (0) = (3)=- arctan2 一 一 63. 4 
后 9 ?| 


设 系统 对 f1(k) 的 稳 态 响应 为 y,a(k) , 则 
yu lk) =6|H(eF) | cos( Fh+0 h o(3 ))= 5.34cos| 至 63.4] 
因此 ,系统 对 /(k) 的 稳 态 响应 ys (&) 为 
po 5. 34cos( kh 63.4°] ee 


7.6.3 离散 系统 频率 响应 的 MATLAB 实现 

对 于 任何 频率 变量 0Q, 可 用 MATLAB 命令 fregz 计算 频率 响应 函数 甩 (e?)。 应 用 命 
令 fregz 时 ,传输 函数 及 (x) 必须 满足 MN, 并 且 定 义 成 一 :的 多 项 式 形 式 。 若 传输 函 
数 由 


B(z) _ buz* +bwiz™ 十 … 十 名 
A(z) QaNzN 十 aniz~! 十 … 十 ao 
的 形式 给 出 , 则 互 (=) 乘 以 > ”1/ = > 即 可 得 到 下 面 正确 的 形式 
B(z) pu 十 bw-iz 十 … 十 box 
A(z) an 十 an-iz 十 … 十 aoz 
下 面 的 MATLAB 命令 将 产生 频率 响应 曲线 : 
num= [dN dN—1...... d0]; 
den=[aNaN 一 1...... a0]; 
omega = — pi:pi/150:pi; 
H= freqz(num, den, omega) ; 
Mag = abs(H); 
Phase = 180/pix unwrap(angle(H)); 
注意 ,命令 wwrap 用 来 平滑 相位 曲线 ,因为 angle 命令 可 能 会 产生 士 2x 的 跃 变 。 
【 例 7-19】 已 知 离散 时 间 系统 的 传输 函数 为 瑞 (=) 一 一 汪 -5 , 试 绘制 其 频率 响应 曲线 。 
解 : 在 本 例 中 ,为 了 应 用 MATLAB 计算 频率 响应 曲线 ,首先 将 刀 (=) 改 写成 H(z) 二 


55; 则 下 面 的 MATLAB 程序 可 以 获得 频率 响应 曲线 


H(z) 


H(z) 


num= [1 0]; 

den= [1 -0.5]; 

omega = — pi:pi/150:pi; 

H= freqz(num, den, omega); 
subplot(211), plot(omega, abs(H)); 
xlabel( 频率 (弧度 ) '); 
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Ylabel( ' 幅 度 '); 

title( ' 系 统 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 ') ; 

subplot(212), plot(omega, 180/pi* unwrap(angle(H))); 
xlabel( 频率 (弧度 ) '); 

Yabel( ' 相 位 '); 


此 程序 产生 的 曲线 如 图 7-3 所 示 。 


系统 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 


度 


幅 


相位 
o 


D 
i 
ES 


MM 1 0 1 
频率 (弧度 ) 


图 7-3 例 7-19 图 


7.6.4 离散 时 间 系 统 零 极 点 分 布 图 的 MATLAB 实现 


给 定 离散 系统 的 传输 函数 , 则 对 各 个 多 项 式 应 用 roots, 可 以 求 得 离散 时 不 变 系统 的 零 
点 和 极点 。 例 如 ,可 以 使 用 命令 roots([1,4,3]) 来 求 1 十 4z-: 十 3 的 根 。 使 用 zplane(0， 
a) ,可 以 把 零点 和 极点 显示 在 zplane 平 面 上 。 若 5b 和 a 是 行 矢 量 ,那么 在 寻找 零点 和 极点 并 
显示 它们 之 前 ,zplane 就 分 别 求 出 用 上 和 a 来 代表 的 分 子 和 分 母 多 项 式 的 根 。 若 5b 和 a 是 
列 矢量 ,那么 zplane 就 假设 5 和 a 分 别 包含 零点 和 极点 的 位 置 , 并 直接 显示 它们 。 

【 例 7-20】 已 知 某 线性 时 不 变 系统 的 传输 函数 为 H(z) = 人 
MATLAB 在 = 平面 上 夯 出 五 (=) 的 零点 和 极点 ,以 及 系统 的 幅 频 响应 。 


b=[1, -1, -2] 

很 计时 

% figure 

subplot (221) 
zplane(b,a) 

title( ' 零 极点 图 ') 
[H,w] = freqz(b,a,250); 
% figure 

subplot(222) 
plot(w,abs(H)) 
xlabel( 频率 (弧度 ) '); 
Ylabel( ' 幅 度 '); 
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title( ' 幅 频 响应 图 ") 
此 程序 产生 的 曲线 如 图 7-4 所 示 。 


零 极点 图 幅 频 响应 图 
T T 5 T T 
1 
1 es 
旦 5 二 
各 Ob -e+-x-t—- 
号 二 | 
? Su 
上 
1 ， 
一 -| 0 1 2 4 
Real Part 


图 7-4 例 7-20 图 


7.7 离散 系统 的 系统 函数 与 系统 特性 的 关系 


如 前 所 述 , 系 统 函 数 有 H(z) 是 离散 系统 的 Z 域 描述 , 它 与 系统 差分 方程 有 着 确定 的 对 应 
关系 。 在 输入 给 定 的 情况 下 ,系统 函数 决定 系统 的 零 状态 响应 ,由 系统 函数 可 以 得 到 系统 的 
信号 流 图 和 框图 模拟 。 在 这 一 节 里 ,将 进一步 讨论 系统 函数 厅 (<) 与 离散 系统 时 域 响应 、 频 
率 响应 和 稳定 性 的 关系 。 系 统 函 数 甩 (z) 与 上 述 系统 特性 的 关系 取决 于 及 (z) 的 零 极 点 在 
复 平面 上 的 分 布 。 


7.7.1 H(z) 的 零点 和 极点 


离散 系统 的 系统 函数 厅 (z) 通 常 为 有 理 分 式 ,可 以 表示 为 = ! 的 有 理 分 式 , 也 可 以 表示 
为 x 的 有 理 分 式 , 即 


区 B(x) bmz” 十 bmiz” 1! 十 … 十 bz 十 bo 
四 A(z) az 十 ai 十 … 十 az 十 ao 


TI[c 一 :5) 
(nn mk th 和 和 
Hea Qa (ZO— Pz— ps2) (2— ps) Ks Moe 
[= 一 请) 


式 中 ,KK= 名 
Qn 


理 (z) 的 极点 和 零点 可 能 是 实数 、 虚 数 或 复数 。 由 于 A(z) 和 B(z) 的 系数 都 是 实数 ,所 
以 车 极点 (零点 ) 为 虚数 或 复数 时 , 则 必然 共 轿 成 对 出 现 。 


7.7.2 H(z) 的 零点 、 极 点 与 时 域 响应 
假设 如 (=) 所 有 的 极点 都 是 单 极点 ,由 部 分 分 式 展开 法 ,可 得 
HC = NH 


单位 响应 (hk) 二 2Z1[H(z)]== 了 kzte(k)。 


ki 


第 7 章 2 交换 Il 227 


1. 单位 圆 内 极点 
当 |zi| 达 1, 即 及 (<) 的 极点 在 单位 圆 内 时 , 则 
limh(k) = lim Dkiste(k) =0 


. 单位 圆 外 极点 
当 | 阅 1, 即 有 H(z) 的 极点 在 单位 圆 外 时 , 则 


< It 


N 
limh(k) = lim Dkizte(k) = co 
Ven km i=1 


3. 单位 圆 上 极点 

当 |z;| 二 1, 即 及 (z) 的 极点 在 单位 贺 上 时 ,分 以 下 情况 讨论 。 

车 H(z) 在 单位 贺 上 有 一 阶 实 极点 p== 土 1, 则 A(z) 中 就 有 因子 (z 土 1),h(k) 中 就 有 形 
式 为 A( 士 1)*e(k) 的 项 ; 车 有 二 阶 实 极点 加 一 士 1, 则 A(z) 中 就 有 因子 (< 土 1)?,h(k) 中 就 有 
Ak( 士 1)*-!e(k) 的 项 。 

车 互 (=) 在 单位 圆 上 有 共 生 复 极点 加 :一 eta, 则 A(z) 中 就 有 因子 (= 一 eg)(= 一 ee)， 
hh(k) 中 就 有 形式 为 Acos( 胸 十 0)e(A) 的 项 。 若 有 二 阶 共 生 复 极点 pi,s 二 e+”, 则 A(z) 中 就 有 
因子 (= 一 eg)?(< 一 ea)2 ,jh(A) 中 就 有 形式 为 Akcos(Bk 十 0)e(k) 的 项 。 

因此 ,H(z) 在 单位 圆 上 的 一 阶 极点 对 应 h(k) 中 的 响应 为 阶 跃 序 列 或 正弦 序列 ; H(z) 
在 单位 贺 上 二 阶 及 二 阶 以 上 极点 对 应 h(k) 中 的 响应 都 是 随 k 的 增加 而 增 大 ,最 终 趋 于 无 穷 
大 ,如 图 7-5 所 示 。 


Im[z]h 


MM 

A(K) 

0 

/4 ‘ AD \ 
Et 

A \ 


可 i 
AM Re[zl 
x AM 
O 
h(k) 0 站 
0 1 


图 7-5 极点 分 布 与 h(k) 的 关系 


7.7.3 H(z) 与 离散 系统 的 频率 响应 


车 系统 函数 及 (x) 的 极点 全 部 在 单位 圆 内 , 则 末 (z) 在 单位 圆 |z| 二 1 上 收敛 , 称 H(e?) 
为 离散 系统 的 频率 响应 。 即 有 


H(e?) = H(z) 一 开 二 ! 一 一 (7-28) 


2 二 | 信号 统一 基于 MATLAB 的 方法 


根据 复数 与 向 量 的 对 应 关系 可 知 ,e* 表 示 原 点 指向 单 Int 
位 圆 的 向 量 ,xz;, p; 分 别 表 示 原 点 指向 零点 和 极点 的 向 Le 
量 。 根 据 向 量 的 运算 规则 ,可 得 到 向 量 2 一 z; 和 e? 一 p> 
pi, 如 图 7-6 所 示 。 > Be 
令 eo 一 zi 二 Bie# ,er 一 p; 一 Aie% , 则 系统 的 频率 响 一 
1 Relz] 
应 为 
TIBie 
H(e?)= KE = |H(e)|e"® (7-29) 
lae 图 7-6 零 . 极 点 矢量 及 单位 向 量 
其 中 ,系统 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 分 别 为 
DB B,*…B, 
| 五 (ez) | 一 a (7-30) 
9(0) 二 (在 十 go 十 十 $4) 一 (91 十 2 十 … 十 0,) (7-31) 
根据 式 (7-30) 和 式 (7-31) 能 快速 得 到 离散 系统 频率 响应 的 粗略 变化 曲线 , 称 为 向 
量 法 。 
【 例 7-21】 已 知 离散 系统 的 系统 函数 为 
2z 1 
H(z) = TI |x|>> 亏 


求 该 系统 的 频率 响应 ,并 用 向 量 法 粗略 画 出 系统 的 频率 特性 曲线 。 
解 : 由 于 瓦 (=) 的 收敛 域 为 |=| > 于, 所 以 有 H(z) 在 单位 贺 上 收敛 。H(z) 有 一 个 极点 


pi 一 一 于, 有 一 个 零点 x1 二 0。 由 式 (7-28) 可 得 系统 的 频率 响应 为 


H(e?) = H(z) = 二 名 -一 
== 


由 图 7-7(a) 可 知 , 当 Q=0 时 ,A 等 ,0=0; B 一 1,p 一 0 之 |H(e?) | 一 去 ,p00) 一 0; 当 


从 0 增 大 到 时,B 不 变 ,A 减 小 ,9 和 og 都 增 大 ,但 gp>0, 因 此 | 瓦 (en)| 增 大 ,PC(2) 二 0 且 


先 增 大 再 减 小 ; 当 Q 二 x 时 ,A $0 xi B=1,9=7x=>|H(e")|=1,9(0)=0; 当 Q 从 x 


增 大 到 2r 时 ,B 不 变 ,A 增 大 .0 和 9 都 增 大 ,但 P<0, 因 此 | 五 (en)| 减 小 ,PC(2) 一 0 且 先 减 


小 再 增 大 ; 当 0 一 2r 时 ,4A 一 二,0 一 2xr; B 一 1,p 一 2x 之 |H(e”) | 一 去 ,pg(0) 一 0。 
根据 以 上 分 析 ,可 粗略 画 出 幅 频 特性 和 相 频 特性 曲线 如 图 7-7(b)、(c) 所 示 。 


第 7 章 ZZ 变换 Il 229 


RSE] 
(a) 零 、 极 点 向 量 
lie a) ?CC 
1 
1 
2 0 T 2r 2 
0 nt 2x 0 
(b) 幅 频 响应 (©) 相 频 响应 
图 7-7 例 7-21 图 
7.7.4 H(z) 与 离散 系统 的 稳定 性 


1. 离散 稳定 系统 
一 个 离散 系统 ,如 果 对 任意 有 界 输入 产生 的 零 状态 响应 也 是 有 界 的 , 则 该 系统 称 为 有 界 


输入 有 界 输出 意义 下 的 稳定 系统 ,简称 稳定 系统 。 设 Mj、M, 为 有 限 正 实数 , 若 | /(k) | 过 
Mi , 则 |y- (4k)| 三 M, ,那么 离散 系统 为 稳定 系统 。 
线性 时 不 变 因果 离散 系统 稳定 的 充分 和 必要 条 件 为 
by | ACA) I<M 


即 (kk) 满足 绝对 可 加 ,对 于 因果 系统 ,有 2 | hk) [< M, Blimh(k) 一 0。 

由 于 五 (=) 王 ZLA(A)], 上 一 小 入 的 讨论 中 已 知 五 (=) 的 极点 直接 决定 了 /CA) 的 函数 形 
式 , 通 过 以 上 讨论 可 知 , 只 有 当 互 (z) 的 所 有 极点 都 在 单位 圆 内 时 ,其 原 函 数 关 CR) 才 可 以 满 
是 limh(k) 三 0 的 要 求 , 系 统 才 是 稳定 系统 。 

2. 离散 系统 稳定 性 判断 准则 

朱 里 提出 了 一 种 列表 的 方法 来 判断 五 (=) 的 极点 是 否 全 部 在 单位 圆 内 ,这 种 方法 称 为 
朱 里 准则 。 朱 里 准则 是 根据 瓦 C(=) 的 分 母 A(z) 的 系数 列 成 的 表 来 判断 五 (=) 的 极点 位 置 ， 
该 表 又 称 朱 里 排列 。 

设 n 阶 离散 系统 的 H()= 多 3 ) ,A(z=) 为 ， 

A(z) = asz" 十 ai2 十 az 十 … 十 az 十 ao 


朱 里 排列 如 下 : 
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行 
1 a Qn—l Qn—2 az a ao 
2 ao a az Qn-2 Gul a 
3 Ca 一 1 Cn 一 2 Ce 一 3 cl co 
4 co Cl cz Bi cn-1 
5 dn—2 d,-3 d=4 do 
6 do di ds; d,-: 
(2n—3) re rn ro 


朱 里 排列 共有 (2n 一 3) 行 。 第 1 行为 A(z) 的 各 项 系数 从 a, 到 w 依 次 排列 ,第 2 行 是 
第 1 行 的 倒 排 。 若 系数 中 某 项 为 零 , 则 用 零 蔡 补 。 第 3 行 及 以 后 各 行 的 元 素 按 以 下 规则 


计算 : 
lan ao dn al dn az 
Cril 一 9 Cx-2 一 YC 
do an do Qnr-1l do darn-2 
Cl Co Cl Cl Cul C2 
dmz = » dns = ， de 一 有 
Co Cr-l Co Cr-2 Co Cn-3 


根据 以 上 规则 ,依次 计算 表 中 各 元 素 的 值 ,直到 计算 出 第 2n 一 3 行 元 素 为 止 。 
朱 里 准则 是 : A(z) 二 0 的 根 , 即 太 (z) 的 极点 全 部 在 单位 圆 内 的 充分 和 必要 条 件 为 : 
A(D) = A(z)|_ ,>0 
(一 DA( 一 D >0 
| 
cm > |eo| 
| 


re>> [rol 
【 例 7-22】 已 知 离 散 系统 的 系统 函数 为 : H(x>) 二 


判断 系统 是 否 为 稳定 系统 。 

解 : H(z) 的 分 母 A(z) 二 12x? 一 16x? 十 7z 一 1, 对 A(z) 的 系数 进行 朱 里 排列 , 得 
12 一 16 7 一 1 

一 1 7 一 16 12 

cz C1 Co 

12 一 1 证 ”部 12 一 16 
ee 12 一 1 | 一 1 7 
根据 朱 里 准则 ,由 于 : A(1)=2>>0 (一 DA( 一 IUD) 一 36>0 cz 过 |co| 
所 以 ,及 (x) 的 极点 全 部 在 单位 圆 内 , 故 系统 为 稳定 系统 。 


人 十 z 十 3 
12z’—16z’ 十 7z 一 1 


C2 一 


三 一 185 c= 


SW -0 


习题 
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7-1 用 定义 求 下 列 信号 的 双边 Z 变换 及 收敛 域 。 


(1) SCR) 一 SCR 一 2)3 


(3) 2te (2—k); 


| 
(5) GG). 


1 大 
(2) 3) e(k—2); 


(4) (—1)*e(—k); 


7-2 用 Z 变换 的 性 质 和 常用 Z 变换 求 下 列 信号 的 双边 Z 变换 。 


k 
(1) (E)e thD; 


(3) ac (k++3); 
(C5) (2+ = ek 让 Ds 
(7) ese (k++1); 


(9) p(k—l)e(—k—1)。 
7-3 求 下 列 象 函 数 的 原 函 数 。 


(1) F(z)=z’+z !+2 0<|z|<~; 


1 


A 


(5) F(z)= 7 1 
(z—1) ( :+ 二 
7-4 应 用 2 变换 性 质 和 常 
(1) 6(k—1)+28(k—3); 
(3) [2+(3#) ew; 
(5) ak-2e(R) 十 ak (k—2); 


(7) k(k—1)e(k—1); 


k 

(9) 全 cos[ 本 + 到 je 
kpk 

a ED; 


lz|<=1; 


记 <lz|<1s (6) F(z)= 


人 | 

(2) [加 +( 寺 ] | 
1 十 2 

(CD) 全 eth 

(6) (—1)tate (k—1); 


= 
(8) 国 e(—k)+2 te(k); 


(2) F(z) 一 [二 ae |zxl=<lal; 


(4) F(z) 


(z=8 


变换 对 公式 , 求 下 列 信号 的 单 边 Z 变换 。 


(2) e(k—1)—e(k—2); 
(4) 到 [1 十 (一 De 一 2)， 
(6) kLe(k)—e(k—2)]; 


| k 
(8) (二) el(k—2); 


上 
a 
(10) EF 


下 


(12) 2>() 


m=0 


7-5 设 i(k)、f;(k) 为 因果 序列 ,并 目 fi (RD) 咯 F(z) ,fs(k) 叶 F(z)。 
证 明 : (1) atf1(k) * atfs(k)=at[fi(k) * fo(k)]; 
(2) EL/ Ck) * fa CR)]=Ef Ck) * fk) fCk) x kfa(k) 
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7-6 求 下 列 下 (x) 的 单 边 Z 逆 变 换 。 


(1) Fa 一 一 -二 (2) Fo 一 一 =; 
(z—1)(z—2)(z—3) Ge-1): (z+ 去 ) 
hs ee 
(OV PO (0) PO 
= i sd 
(5) FOOD 一 CT (6) F(a; 
(YP 
7-7 已 知 因果 序列 /(&) 的 象 函 数 F(z) 如 下 , 求 /(k) 的 初 值 1(0)、f(1) 和 终 值 FCc=) 。 
Pr 之 
(an) Fs)=— ett, (2) F(z) = 
GD (=) (= 二 )(<+ 广 ) 
六 4 八 2 
ol 
(3) F(z)= we 


(1—0. 5z- 一 0.5z-?) 
7-8 已 知 离散 系统 的 单位 响应 ARCA) 一 24e (CR) 。 
(1) 输入 Ce) 二 e(% 一 2) , 求 零 状态 响应 ys (CR); 
(2) 若 ys Ck)==[( 一 1)* 十 2tJe(k), 求 输入 /(k)。 
7-9 已 知 二 阶 离散 系统 的 输入 /(k) 二 2te(k) 时 , 零 状态 响应 为 
yas(k) 一 [1 一 (1 一 A)24]e(A) 
(1) 求 描述 离散 系统 的 差分 方程 
(2) 已 知 /(k)==e(k),y( 一 1) 二 1,y( 一 2) 二 0, 求 系统 的 全 响应 y(k)。 
7-10 已 知 线性 离散 系统 的 初始 条 件 为 y (一 1) 二 1. 输 入 为 f1(k) 二 e(k) 时 ,全 响应 


1(k) 二 2,k 宇 0; 当初 始 条 件 为 mw (一 1) 二 一 1, 输 入 为 所 (一 去 ke(k) 时 ,全 响应 yz (k) = 


k 一 1,k 宇 0。 求 输入 为 方 (DO 一 [去 ] ec 时 的 零 状态 响应 。 


7-11 求 如 图 7-8 所 示 离 散 系统 的 单位 响应 ACA) 和 单位 阶 跃 序列 响应 gCA) 。 图 中 ,各 
子 系统 的 单位 响应 分 别 为 证 (A) 王 SC 一 1) ,hs(k) 二 e(k) ,hs(k) 二 e(k 一 3)。 


=| jn( 


A pe 9 62) 
=| ja 


7-8 题 7-11 


7-12 ”如 图 7-9 所 示 系统 ,D 为 单位 延迟 器 , 当 输 入 为 FA) 100 -+6 D+ $6 2) 


时 , 零 状态 响应 y., (8) 中 y., (0) 王 1,y (1) 二 y., (3) 二 0, 确定 系数 a bc。 
7-13 已 知 因果 离散 系统 的 系统 函数 如 下 。 分 别 用 串联 形式 和 并 联 形 式 信 号 流 图 模 
拟 系统 。 
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AD essE (<) (人 一 一 7 
© 
-GD 


图 7-9 题 7-12 图 


TD’ Eap) 人 

7-14 已 知 因果 离散 系统 的 系统 函数 及 (x) 的 零点 、 极 点 分 布 如 图 7-10 所 示 , 并 且 
五 (0) 一 一 2。 

(1) 求 系统 函数 有 H(z); 

(2) 求 系统 的 频率 响应 ; 

(3) 粗略 画 出 幅 频 响应 曲线 。 


(1) H(z) 


Im im] 
5 of 05 RE -05 0 RE 
(a) (b) 
图 7-10 题 7-14 图 


7-15 已 知 因果 离散 系统 如 图 7-11 所 示 , 试 求 : 


Kz) 
Fz) an | es F(z) 十 | Ze Z- 地 i 
一 Nz) 


1/4 


1/8 
(a) (b) 
图 7-11 题 7-15 图 


(1) 写 出 离散 系统 的 差分 方程 ; 
(2) 求 系统 函数 有 (<z), 画 出 及 (z) 的 零点 ,极点 分 布 图 ; 


(3) 若 输入 CD 一 2 十 2sin| 登 , 求 系统 的 稳 埠 响应 。 
7-16 已 知 因果 离散 系统 的 系统 函数 如 下 ,检验 各 系统 是 否 稳定 。 


| Co HD = 
一 7zx 十 5zs 十 2z2 一 z 一 6 6xs3 十 2z2? 十 2z 一 2 

2 ~ 

(3) H(z) a (4) H(z2)=——< 


2 十 2z' 十 323 十 3z? 十 2z 十 2 


7-17 试用 MATLAB 计算 F(z) 二 一 :的 部 分 分 式 展开 。 


18 
18 赴 32 一 一 和 一 
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es 
二 04z 005x :十 092” 


7-18 已 知 一 离散 因果 LTI 系统 的 系统 函数 为 H(z) 


求 该 系统 的 零 极点 。 
7-19 用 MATLAB 的 zplaneCnum,den) 困 数 , 画 出 系统 图 数 甩 (z) 的 零 极点 分 布 图 ， 


2z* 十 16z’ 十 44z* 十 56z 十 32 
并 判断 系统 的 稳定 性 : H(z) 一 57 十 327 一 15z7 十 18z 一 12 。 


7-20” 试 分 别 用 ztrans 函数 和 iztrans 函数 求 : 
(1) f(k) 二 cos(ak)e(k) 的 Z 变换 ; 


A 
让 5 的 2 着 变换 。 


(2) F(z)= 
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CHAPTER 8 


系统 的 数学 模型 有 两 类 ,分 别 为 输入 输出 方程 和 状态 空间 方程 。 前 者 用 于 输入 输出 描述 法 ， 
它 着 眼 于 研究 输入 和 输出 信号 之 间 的 关系 ,属于 经 典 线性 系统 理论 的 范畴 。 前 面 各 章 详 细 讨 论 
了 这 种 分 析 方 法 。 它 是 分 析 单 输入 一 单 输出 系统 的 有 效 工具 。 后 者 则 用 于 状态 空间 描述 。 

从 20 世纪 50 年 代 末 开始 , 随 着 计算 机 技术 的 飞速 发 展 ,推动 了 核能 技术 、 空 间 技术 的 发 
展 ,同时 也 出 现 了 多 输入 多 输出 系统 、 非 线性 系统 和 时 变 系统 的 分 析 与 设计 的 问题 。20 世纪 
60 年 代 , 现 代 控 制 理论 在 工业 发 展 驱动 下 开始 发 展 ,由 卡尔 曼 提出 的 线性 控制 系统 的 状态 空 
间 分 析 方 法 、 能 控 性 和 能 观测 性 的 概念 ,商定 了 现代 控制 理论 的 基础 。 其 中 状态 空间 分 析 法 着 
腿 于 研究 系统 内 部 的 一 些 变量 的 变化 规律 ,成 为 分 析 复杂 系统 不 可 或 缺 的 数学 工具 。 


8.2 状态 空间 描述 


所 谓 状态 空间 ,是 以 状态 变量 zz (71) ,zs (7),… ,zx,(1) 为 轴 所 构成 的 n 维 向 量 空间 ,该 空 
间 中 的 变量 是 表示 系统 内 部 状态 的 变量 。 这 样 ,系统 的 任意 状态 都 可 以 由 状态 空间 中 的 一 
个 点 来 表示 。 因 此 ,状态 变量 是 能 完全 描述 系统 运动 的 一 组 变量 ,以 状态 变量 作为 分 量 组 成 
的 nn 维 列 矢量, 称 为 系统 的 状态 矢量 。 

选取 适当 的 状态 变量 来 描述 系统 运动 状态 的 过 程 , 称 为 状态 空间 分 析 法 。 状 态 空间 分 
析 法 的 实质 是 将 系统 的 运动 方程 写成 一 阶 微分 方程 组 ,分 析 系 统 的 过 程 即 为 分 析 微 分 方程 
系数 矩阵 的 过 程 。 下 面 用 一 个 例子 来 说 明 。 

对 于 如 图 8-1 所 示 二 阶 电 路 ,选择 电容 电压 uc (4) 和 电感 电流 i(7) 作 为 状态 变量 ,根据 
KCL 和 KVL 定理 ,由 节点 a 及 回路 I 可 得 


L WD uct) —u 0) =0 
es ody 
和 一 十 迪生 


消去 非 状 态 变量 wi (2) ,得 到 
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gi 
ish 1 色 
+ + tt 
Or DD 
全 
图 8-1 二 阶 电路 
dD i, 0) — ue + Ris 8. 2) 


由 节点 5 及 回路 代 可 得 


R, di (8-3) 


” Ww(D) 十 C decCo) 
uc(t) 一 xz(i) 一 ks 一 0 


消去 非 状 态 变量 ws (2) ,得 到 


duec(2) Me 1 
RC + CHD +RCs (8-4) 
将 式 (8-2) 和 式 (8-4) 写 成 矩阵 形式 ,得 到 
diL (1) _R _1 R 0 
dt 下 L iL(t) 旦 is 
- | FF | | (8-5) 
duc(1) 1 1 | Luc(oD 0 1 llus 
di EC RC RC 


该 方程 组 描述 了 状态 变量 的 一 阶 导 数 与 状态 变量 和 输入 之 间 的 关系 , 称 为 状态 方程 。 
以 各 个 输入 信和 号 为 分 量 构成 的 列 矢 量 称 为 输入 矢量 。 
若 指定 电路 中 的 wa (2 和 ze (2) 为 输出 , 则 由 式 (8-1) 和 式 (8-3) 可 得 


ai(t) =— RiiL(t) + Ris 
| (8-6) 
U2 (1) = uc(t)— us 


写成 矩阵 形式 为 
qq |， | | 0 “| 
= 十 (8-7) 
zz (1) 1 0 iL(1) = is 
该 方程 组 描述 了 系统 输出 与 状态 变量 和 输入 之 间 的 关系 , 称 为 输出 方程 。 以 各 个 输出 
信号 为 分 量 构成 的 列 矢量 称 为 输出 矢量 。 
状态 方程 和 输出 方程 称 为 系统 的 状态 空间 方程 。 这 种 利用 状态 空间 方程 描述 系统 输出 
与 输入 和 状态 变量 关系 的 方法 称 为 状态 空间 描述 。 
在 用 状态 空间 描述 法 分 析 系 统 时 , 需 注意 以 下 几 点 : 
(1) 状态 和 状态 变量 的 本 质 在 于 表征 系统 的 记忆 特性 或 动态 特性 。 
(2) 一 般 可 选取 独立 记忆 元 件 ( 储 能 元 件 ) 中 与 系统 能 量 有 关 的 物理 量 作为 系统 的 状态 
变量 。 其 数目 等 于 独立 记忆 元 件 的 个 数 , 即 系统 的 阶 数 。 
(3) 给 定 系统 的 状态 变量 选择 并 不 是 唯一 的 。 
(4) 由 状态 方程 解 出 状态 矢量 ,输出 方程 得 到 输出 矢量 。 状 态 矢量 提供 系统 的 内 部 信 
息 ,输出 矢量 给 出 系统 的 输出 响应 。 
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8.3 ”连续 系统 状态 空间 方程 的 建立 


8.3.1 由 电路 图 直接 建立 状态 空间 方程 


根据 电路 图 建立 状态 空间 方程 的 步骤 如 下 : 

(1) 选取 电路 系统 中 的 电容 电压 和 电感 电流 作为 状态 变量 。 

(2) 对 与 状态 变量 相 联系 的 每 个 电容 和 电感 分 别 列 出 独立 的 节点 电流 方程 和 回路 电压 
方程 。 

(3) 利用 适当 的 KCL、KVL 方程 和 元 件 伏 安 关系 ,消去 上 一 步 方程 中 可 能 出 现 的 非 状 
态 变量 ,然后 整理 得 出 标准 形式 的 状态 方程 。 

(4) 用 状态 变量 表示 输出 信号 , 列 出 输出 方程 。 

【 例 8-1】 已 知 如 图 8-2 所 示 的 电路 系统 , 取 图 中 电压 w(2) 和 电流 i,(7) 作 为 输出 , 试 建 
立 该 电路 的 状态 方程 和 输出 方程 。 


RI 7 + 只 
I jal| c==” om (0) 

i 2| 1 3| |ul 

“DY TT 


图 8-2 例 8-1 的 电路 


解 : 选取 电容 电压 zi (和 电感 电流 zz (2) 为 状态 变量 。 对 节点 a 列 出 KCL 方程 有 
Zi1(2) dzi(t) 
RC 

对 回路 III 列 出 KVL 方程 为 
us = Rii(t) + zx1(1) 


(8-9) 
z(t)=L 2 + Rsz, (1) 


i(t) = 十 zz(Ct) (8-8) 


代入 ix) 并 整理 为 
dzri(t) Ri + R: 


x1(1) ED +Res 


dt RiR:C 
ty ] RR (8-10) 
D1 a 
LD Lx 
写成 矩阵 形式 得 到 状态 方程 为 
dzi(Ci) 及 + R; 1 1 
dt RiRsC C ri1 (1) 
= Se 加 上 RiC lus (8-11) 
dz (1) 和 及 ;|Lzaz (7) 0 
dt 5 L 
输出 信号 为 
u(t) = Rszx; (1) 
(‘8-12) 
lt) = 全 人 
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表示 成 矩阵 形式 , 即 输出 方程 为 


u(t) 0 Rs rd) 
oF 村 
izs(1) 1/R: 0 」Lzzs(t) 
8.3.2 由 微分 方程 或 信号 流 图 建立 状态 空间 方程 
车 n 阶 连续 系统 的 微分 方程 为 
aad Dad a ayntty 
= bf DFO" D+ tf 0) + bf (8-14) 


则 该 阶 连续 系统 的 传输 算 子 为 
一 
HDT pr Ta pT tap to 
brnp” "tonp™” tt hp "tbp™" 
Paap "ttap™ tap 
用 积分 器 实现 该 系统 ,相应 的 信号 流 图 如 图 8-3 所 示 。 


(8-15) 


图 8-3 nn 阶 连续 系统 的 信号 流 图 
取 每 一 积分 器 的 输出 作为 状态 变量 , 即 选 维 状 态 矢 量 为 zx(O) 二 [zi (0 ,x (Dz (DJ 


则 有 

ZX1(1) = x2 (1t) 

X21) = zs(t) 

t (8-16) 

att) .ay 

X(t) 人 
输出 信号 为 

(1) = bozi(t) 十 加 zz(Ct) 十 … 十 po-izn(t) 二 bnTnn (Lt) 2 

则 描述 阶 系统 的 状态 空间 方程 具有 如 下 形式 

24 (1 0 1 0 2 0 2 0 

zx2(1) 0 0 1  … 0 x2(t) 0 


十 | .| ro (8-18) 


(CD ao ai Q2 | 9 
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ZX1(D) 


Zx2(1) 


yD=[b Bb ba, 0 0]l ,I+0.f0 


(8-19) 
wz} 
或 简化 表示 为 
ZX (1) = Ar()+Bf) 
(8-20) 
y(1) = Cr (0) + DO) 
对 应 的 A,B,C,D 和 矩阵 分 别 为 
0 1 0 0 
0 0 0 
A= : B=|: 
0 0 0 1 0 
人 al az i 1 
C=[b bh … b, 0 0] D=0 


车 w=, 信号 流 图 中 节点 zs、\y 间 出 现 增益 为 bo 一 久 的 支 路 ,这 时 输出 方程 变 成 
yD= bi) 十 抽 T2(D) 十 十 B14(D) 十 [一 aox1 (2) 


aizxz (1) aniTn(t) 十 CD] 
ZX1(1) 
Xs(1) 
一 [bs 一 pa 太一 pol … bp- 一 pa ，。 | 二 pr) (8-21) 
ty) 
由 于 系统 函数 及 (s) 和 传输 算 子 有 H(p) 在 形式 上 一 致 ,因此 ,前 面 对 有 H(p) 的 讨论 也 同样 
适用 于 甩 (s)。 由 系统 函数 建立 状态 空间 方程 的 方法 步骤 也 相同 。 
【 例 8-2】 给 定 系统 的 系统 函数 为 HH(5) 一 王宫- 一, 试 建立 其 状态 空间 方程 。 
解 : 把 系统 函数 分 子 、 分 母 多 项 式 的 各 个 系数 代入 式 (8-18) 和 式 (8-19), 可 直接 列 写 出 


其 状态 方程 和 输出 方程 为 
0 1 0lfa(W] ro 
= | 0 ep 
6 5 一 ?jLz oO Li 


x1(1) 
x2(1) 
ZX1(1) 
y(t)=[13 1 中 | 
Ta(Ct) 
8.3.3 ”串联 和 并 联系 统 的 状态 空间 方程 


将 传输 算 子 或 系统 函数 的 分 母 分 解 因 式 ,可 得 到 对 应 的 串联 或 并 联 形式 的 流 图 ,对 不 同 
结构 的 流 图 可 构成 不 同形 式 的 状态 方程 。 


【 例 8-3】 给 定 系统 的 系统 函数 为 本 (一 -223 一 ,试用 流 图 的 并 联结 构 形式 建 
立 状态 方程 。 


TS(1) 
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解 : 将 五 (s) 作 部 分 分 式 展开 得 到 


#3 5 十 13 
和 
_ 1 二 
i 4 十 3 
由 此 得 到 系统 并 联 形式 的 流 图 ,如 图 8-4 所 示 。 


Foo 上 


o Js) 


图 8-4 并 联结 构 的 信号 流 图 
仍 选 择 积分 器 的 输出 作为 状态 变量 ,针对 积分 器 的 输入 节点 列 方程 , 则 有 


2 一 一 必 —2f() 
一 2zs 十 Co) 


7Z4 一 一 3zs 十 CD) 
3(1) 一 Zi 十 zz 十 zs 


4 一 1 0 oz 一 2 
zz|=| 0 2 ollzxl+| 1 
2 0 0 —3jJlz, 1 


Xl 
y0(1)=[1 1 中 “fC) 


Ts 


表示 成 矩阵 形式 为 


CD) 


从 上 式 可 以 看 出 ,并 联结 构 形 式 导 致 4 矩阵 是 对 角 阵 ,4 矩阵 为 对 角 阵 的 状态 方程 在 
控制 理论 上 具有 重要 意义 。 


【 例 8-4】 把 例 8-3 所 示 系 统 表示 成 串联 结构 形式 ,然后 建立 其 状态 方程 。 
解 : 将 瑟 (*) 的 分 母 因 式 分 解 


到 #3 1 ,过 站， 
(G+)(G—2) (+3) s+1” s—2 
由 此 得 到 系统 串联 形式 的 信号 流 图 ,如 图 8-5 所 示 。 
仍 选择 积分 器 的 输出 作为 状态 变量 , 则 有 


T= 一 如 十 f(1) 
E 一 Zi 十 2zz 


a 
3 一 一 


1 
s 十 3 


3zs 十 13z: 十 (zl 十 2zz) 一 Zi 十 15zs 一 3zs 
输出 信号 为 


y(t) = zs 
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图 8-5 串联 结构 的 信号 流 图 


wt 一 1 0 01Tza 1 
加 | 1 2 中 obo 
2 1 15 一 3 儿 x， 0 


Tl 
yD)=[0 0 中 je 


Xs 


表示 成 矩阵 形式 为 


从 上 例 可 以 看 出 ,4 矩阵 是 三 角 阵 ,而 对 角 元 素 是 系统 的 特征 根 。 
8.3.4 用 MATLAB 建立 系统 的 状态 空间 方程 


在 MATLAB 中 ,从 微分 方程 或 传输 函数 可 以 方便 地 建立 系统 的 状态 空间 方程 ,下 面 举 
例 说 明 。 
【 例 8-5】 已 知 系统 微分 方程 为 
(CD 十 8WY(GD) 十 19y(o 十 12y() = PC) 十 6F 0) +8f0) 
求 其 状态 空间 方程 的 表达 式 。 
解 : 由 和 分 方程 可 得 系统 函数 : HGs) 一 535 
用 MATLAB 实现 系统 状态 方程 为 ; 


num=[168]; 

den= [1 8 19 12]; 

G= tf(num, den); 

[A,B,C,D] = tf2ss(num, den) 
运行 结果 为 : 


G= 


s*2+6s+8 


A= 
= = 
1 0 0 
0 1 0 
B = 
和 
0 
0 


?2 | 信和 与 扩 一 基 MATLAB 的 7 法 


1 6 8 
由 此 可 得 到 系统 的 状态 空间 方程 为 
xs (2) = 一 8 =19 三 121Tzs(o 1 
co 上 | 1 0 0 ok 
3) 0 1 0 Zz1(1) 0 


ZXx3(1) 
y(t) =[1 6 qo 


Xx1(t) 


8.4 ”连续 系统 状态 空间 方程 的 求解 
状态 空间 方程 是 一 组 一 阶 常 系数 微分 方程 ,在 数学 上 有 多 种 求解 方法 。 本 节 介绍 时 域 
解法 和 域 解法 。 


8.4.1 状态 空间 方程 的 时 域 解法 


在 状态 方程 的 时 域 解法 中 要 用 到 和 矩阵 函数 ,下 面 给 出 定义 。 
若 函 数 f(x) 可 以 展开 为 如 下 收敛 的 宪 级 数 


f(x) = Dla’ (8-22) 
k=0 


则 定义 函数 /(4) = > oh: 为 4 的 矩阵 函数 , 即 矩 阵 函 数 是 一 种 以 矩阵 4 为 自 变量 ,并 用 


相应 函数 的 收敛 时 级 数 形式 来 定义 的 函数 。 
因此 可 定义 相应 的 矩阵 指数 函数 为 


A ss A Ni... SA 
=1+At+ + 十 之 种 : (8-29) 


式 中 ,4 为 n Xn 方 阵 。 
对 和 矩阵 指数 函数 e*' ,有 以 下 重要 结论 : 
(1) 矩阵 指数 函数 的 逆 和 矩阵: 对 于 任何 方 阵 A,e* 恒 有 道 , 且 (e*) 一 一 e *。 
(2) 矩阵 指数 函数 相 乘 : 对 于 阶 方 阵 A 和 B, 若 AB 一 BA, 则 有 e*e* 二 es et 二 e419 。 


(3) 矩阵 指数 函数 的 导数 : 对 于 方 阵 A, 有 east+e) 一 ean ea er 一 he 一 ceA。 


(4) 若 A 为 n 阶 方 阵 ,z 为 n 维 列 矢量 函数 ,P 为 非 奇 异 矩 阵 , 则 有 


1 


(7) = a —Ae*zr, ep ‘= Pe*p"! 
下 面 讨论 状态 方程 的 时 域 求解 。 已 知 系 统 的 状态 方程 为 
XD)—Azr() = BIO) (8-24) 


且 初 始 状态 为 x(0_ )==[zx1(0_),zs(0_),…,z,(0_)] 
对 式 (8-24) 两 边 左 乘 e* ,可 得 
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Ee erAzr() = esBf() (8-25) 
号 [ez(O] 一 erwB 太 CO) (8-26) 
两 边 取 0- 到: 的 积分 ,并 考虑 初始 状态 ,可 得 
erwz(i) 一 x(0_) = [ esBf (Ddr (8-27) 
: 


两 边 左 乘 e*' ,经 整理 得 
X(t)= ex(0-_) +| eH Bf dr 
0- 


= ex(0_)+esBax f/f(1) (8-28) 
式 中 ,zs (1) 二 ex(0-) 由 初始 状态 x(0- ) 引 起 ,是 状态 矢量 的 零 输入 分 量 ; 
Zss (1) 二 eXB x (1), 由 输入 信号 /(1) 引 起 ,是 状态 矢量 的 零 状 态 分 量 。 
将 式 (8-28) 代 入 输出 方程 ,得 到 
y(D)= Cri) +Df) 
= C[ewx(0_) 十 ex%Bx GO)] 十 DF(CD) 
= Cewxr(0_) 十 [CewB 十 D6(D)]x FoO) (8-29) 
式 中 ,ys (1) 二 Ce*zx (0- ) 由 初始 状态 x(0- ) 引 起 ,是 系统 的 零 输 入 响应 ; 
ys (1) 二 [Ce*B 十 D8(2)] x* (7), 由 输入 信号 /(4) 引 起 ,是 系统 的 零 状 态 响 应 。 
这 两 部 分 的 变化 规律 都 与 矩阵 er 有关, 因此 , 称 e* 为 连续 时 间 系 统 的 状态 转移 矩阵 ， 
它 反映 了 系统 状态 变化 的 本 质 。 
下 面 讨论 e* 的 计算 方法 。 
(1) 军 级 数 法 。 按 照 定义 e* 一 ) ) 告 /， 用 计算 机 求 出 它 的 近似 值 。 
(2) 将 矩阵 4 变换 成 相似 的 对 角 和 矩阵 A , 即 
A 


入 
A=PAP"'=P 有 -1 (8-30) 


则 
= er 一 PeeP- 一 (8-31) 


(3) 应 用 凯 莱 - 哈 密 顿 (Caley-Hamilton) 定 理 , 将 e* 表 示 成 有 限 项 之 和 ,然后 进行 计算 。 
凯 莱 - 喻 密 顿 定理 将 矩阵 指数 函数 表示 成 一 个 次 数 不 超 过 nn 一 1 的 A(n 阶 方 阵 ) 的 多 项 
式 , 即 
e 二 BI 十 BA 十 BA? 十 … 十 B14" (8-32) 
式 中 各 系数 B 都 是 时 间 1 的 函数 。 
按照 凯 莱 -哈密 顿 定理 ,将 矩阵 A 的 特征 值 代入 式 (8-32) 中 的 A 之 后 ,方程 仍 满足 平 
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衡 , 利 用 这 一 关系 可 求 得 式 (8-32) 中 的 系数 Bp。 根据 4 的 特征 值 可 分 为 下 面 两 种 情况 : 
@ 如 果 和 矩阵 4 的 特征 根 X1 ,Xi ,… ,2 都 是 单 根 ,代入 式 (8-32) 有 

e 一 忆 十 BA 十 … 十 友和 

ez! 二 B 十 BAz 十 … 十 B.-A27! 


(8-33) 
人 =B+Bh + 二 BA 
解 该 方程 组 可 得 到 系数 久 ,B,…,B,-1, 代 入 式 (8-32) 即 可 得 到 e 的 表达 式 。 
@ 如 果 4 的 特征 根 中 有 某 个 根 4 是 m 重 根 ,此 时 可 先 列 出 如 下 与 对 应 的 mm 个 方程 
er =B+BA + +BaN 
d Nt 三 ad pe nl 
ta 


(8-34) 


re = BB 
连同 单 根 对 应 的 方程 ,求解 方程 组 ,可 得 系数 B ,Bl ，…,B,-1。 
【 例 8-6】 已 知 系统 的 状态 空间 方程 为 
x1(t) 一 2 1]fx() iT 
[gob o -sso hol 
TZ2(Ct) 0 三 WL tt) 0 
ZX1(1) 
y(t) = [1 of 0 | 
初始 状态 x(0- )= 二 [1,1] ,输入 /(x) = 二 e(1)。 试 用 时 域 法 求 系统 的 状态 矢量 和 输出 响应 。 
解 : (1) 求 状 态 转移 矩阵 e* 
s+2 一 1 
0 5 十 1 
4 特征 根 为 一 1, 一 2, 代 入 式 (8-33) ,得 到 
e'=p—h B= 2e'—e” 
一 
IE 


| 江 一 4| 一 


|= (* 十 2)(s* 十 1) 一 0 


于 是 有 
ee er Ee 
“aItpA=|[', | 
(2) 计算 状态 矢量 


代入 各 参数 ,得 到 
Eb | | 从 a ee | 四 | ee es ee” | 
= * x*e(1) 
ZX2(1) 0 e 1 0 e 0 


1 (1 +2e—e”) 
2 1 之 0 


er 


| 
Fs 
人 
4 
于 
| 
vo— 
一 
[Sy 
o 
m 
由 
id 
ll 
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(3) 计算 输出 响应 
yD)= Cr) + D0) 


| 本 
亏 (1 十 2e 一 er2) 
= [1 "| ee Ho-iare- 2 )e(1) 


8.4.2 状态 空间 方程 的 s 域 解法 


若 给 定 系 统 的 状态 空间 方程 为 
FE = Az(t) + Bf() 


(8-35) 
yD) 一 Cz(CD) 十 DF(CO) 
对 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ,可 得 
sX(s) —z(0-) = AX(s) +BF(s) 
| (8-36) 
Y(s) = CX(s) + DF(s) 


式 中 ,x(0-)==[zx1(0- ),zx2s(0- ),…,zx,(0- )]' 是 系统 的 初始 状态 。 
整理 可 得 


Y(s) = CGI 一 4)-z(0_) 十 [CGI 一 4)-B 十 D]FCs) (8-37) 
= C(sT—A) zr(0_)+H()F(s) 
式 中 ,H(s) 二 C(sI1 一 A)"'B 十 D 是 系统 函数 矩阵 ,而 h(1) 二 LC'LH(s)] 是 系统 冲 激 响 应 
对 式 (8-37) 取 拉 普 拉 斯 反 变换 ,可 得 到 系统 状态 变量 和 输出 响应 的 时 域 解 。 
z(0) 一 CI[CT 一 4)-z(0_) 十 (了 一 人)-BFC)] 


四 (sT—A) zr(0_)+ (sO—A) BF(;s) 


=£"LGT— A x(0)]+ EL ABFCs)] (8-38) 
y= LLCCsT — A)!zr(0-)+ HCGS)F(S)] 
= LC[C(sT —A) zrz(0_)J++ OLHG)F(C)] (8-39) 


式 中 ,zs (0) 二 LC?[(sT 一 A)"'zx(0- )], 是 状态 矢量 的 零 输 入 分 量 ; 
Xss(1) 二 C1'[(sI 一 A)-1BF(s)], 是 状态 矢量 的 零 状 态 分 量 ; 
yai(t) 二 C1[C(s1 一 A) 'x(0- )], 是 系统 的 零 输入 响应 ; 
yu (0 一 CILHCD)FGC)], 是 系统 的 零 状 态 响应 。 
【 例 8-7】 已 知 系统 的 状态 空间 方程 为 
zx) 一 1 11Tza(Co) Lh 
[= 0 ee pd 
wo- 0§ hore 
初始 状态 x(0- )=[ 一 2,1]7 ,输入 f(4)==e(1)。 试用; 域 解法 求 系统 的 状态 矢量 和 输出 
响应 。 
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由 此 求 得 其 逆 和 矩阵 为 
EC 
本 二 二 二 | es 
2 条 二 这 
系统 函数 矩阵 为 
1 1 
1 D+2) Iri 
HW= C1—A) B+D= | 了 1] St ) (she 
a 5 十 2 
3s* 十 2? 
ET 
状态 矢量 的 零 输 入 分 量 为 
1 1 
1 GTDGT7 | 一: 
Pe Ee RY | 人 os | | 
9 5 十 2 
四 
一 2 
| IT 5 -| —e | 区 
1 [mad 
s 十 2 
状态 矢量 的 零 状态 分 量 为 
1 1 
sti GTDGT7 ri 
zaD= GABFG)] = ct + 二 We 
外 3 十 2 
加 
-中 二 站 = e 0 
0 
零 输入 响应 为 
1 1 
i GF |r=s 
yu)= LCGI—A)x(0)]= 0 [- 专 1] SE | | 
9 5 十 2 
wf a a 
和 +5] (e+4e el) 
零 状 态 响应 为 
a 加 3s 十 2 1 
ys CD) 一 CCLHCD)FC)] = {sc 和 去 } 
eal 1 (2 4 et)els) 
[六 act] 六 
系统 的 完全 响应 为 


= 让 0 +e'+2e*)e() 
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8.4.3 用 MATLAB 求解 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 方程 
【 例 8-8】 已 知 线性 系统 齐 次 状态 方程 为 


zt) 一 1 1][z1C) 1 
[so [=e [ol 
x2(1) 0 —2|Lz,0) 0 
初始 状态 x(0- ) 王 [一 2,1]7。 
(1) 用 MATLAB 求 状态 矢量 ; 
(2) 在 f(GO)=0 时 , 求 系统 状态 对 初始 状态 的 时 间 响 应 。 
解 : (1) 状态 矢量 的 求解 公式 为 z()==C1[(sT 一 A 和)!1]x(0-) 十 C1[(sT 一 A)-1BF(s)]， 
用 MATLAB 实现 ,代码 如 下 : 


A=[-11;0 -2]; 
I=[10;01]; 

B=[1;0]， 

E=s*x*I—A; 

C= det(E); 

D= collect(inv(E)); 

phi0 = ilaplace(D); 
x0=[—2;1];xl = phi0 x x0; 
phi = subs(phi0, 't', (t— tao)); 
F= phix*B*1;x2= int(F, tao,0,t); 
x= collect(xl + x2) 


运行 结果 为 : 


远志 
1 — exp(-2x*t) - 2*exp( 一 七 ) 
exp( 一 2#t) 


(2) 用 函数 initial(A,B,C,D,x0) 可 以 得 到 系统 状态 对 初始 状态 的 响应 ,程序 如 下 : 


A=[-11;0 -2]; 
c=[10;01]; 


B= [0;0]; 
D=B; 
x0=[-2;1] 


[yx,t] = initial(A, B,C,D, x0); 
plot(t,x(:,1),t,x(:,2)) 

grid; 

title( 'Response to Initial Condition') 
xlabel( 'Time( sec) ') 

ylabel( 'x1, x2') 

text(0.7,0.35, 'x1') 

text(0.9, — 0.7, 'x2') 


运行 结果 如 图 8-6 所 示 。 
【 例 8-9】 已 知 线性 系统 齐 次 状态 方程 为 


x1(1t) 0 一 2]1Tza(oO 2 
[Loj -ok 
2(Ct) | 0 
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Response to Initial Condition 


Xl 


0 05 1 5 2 25 3 35 4 45 3 


Time(sec) 


图 8-6 系统 状态 对 初始 状态 的 响应 


E(t) 
y(t) = [1 "| F [0]FCo) 
Xs(1) 


初始 状态 x(0- ) 三 [1,1]" , 求 在 阶 路 信号 下 和 余弦 信号 下 的 状态 响应 和 输出 响应 。 
解 : 用 MATLAB 求解 状态 空间 方程 ,代码 如 下 : 


A=[0 -2; 1 -3]; 

B= [2;0]; 

c=[1 0]; 

D= [0]; 

sys= ss(A,B,C,D); 
x0=[1;1]; 

t= [0:0.01:20]; 
f=(t>=0); 

[y,T,x] = 1sim(sys, £, t,x0); 
subplot(2,1,1) 
plot(T,x(:,1),T,x(:,2)) 
title( 'State response') 
xlabel( 'Time( sec)') 
ylabel( ‘x1, x2') 
text(2,1, 'x1') 
text(0.8,2.5, 'x2') 
subplot(2,1,2) 
plot(T,y) 

title( 'Output response') 
xlabel('Time(sec) ') 
ylabel( 'y') 


在 阶 跃 信号 作用 下 的 状态 响应 和 输出 响应 如 图 8-7 所 示 。 
在 余弦 信号 作用 下 的 状态 响应 和 输出 响应 如 图 8-8 所 示 。 
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State response 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
Time(sec) 
Output response 


2 4 6 8 10 12 14 1 18 20 
Time(sec) 


图 8-7 阶 跃 信号 作用 下 的 状态 响应 和 输出 响应 


State response 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
Time(sec) 
Output response 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
Time(sec) 


图 8-8 余弦 信号 作用 下 的 状态 响应 和 输出 响应 


8.5 ”离散 系统 的 状态 空间 分 析 


8.5.1 离散 系统 状态 空间 方程 的 建立 


建立 离散 系统 状态 空间 方程 有 多 种 方法 。 利 用 系统 模拟 框图 或 信号 流 图 建立 状态 空间 
方程 的 方法 是 常用 的 方法 。 

(1) 选取 离散 系统 模拟 框图 (或 信号 流 图 ) 中 移 位 器 输出 端 ( 移 位 支 路 输出 节点 ) 信 号 作 

(2) 在 移 位 器 输入 端 ( 移 位 支 路 输入 节点 ) 写 出 系统 的 状态 方程 ; 

(3) 在 系统 输出 端 (输出 节点 ) 列 出 输出 方程 。 


交合 信号 与 统 一 基于 MATLAB 的 法 


如 果 已 知 描述 离散 系统 的 输入 输出 差分 方程 或 传输 算 子 及 (E) ,一 般 可 先 画 出 其 信和 号 
流 图 或 模拟 框图 ,然后 建立 相应 的 状态 空间 方程 。 


车 nn 阶 离散 系统 的 差分 方程 为 
?3(R) 十 as-liy(RE 一 1) 十 … 十 aiy(R 一 1 十 1) 十 aoy(R 一 2) 
= go) 十 pm- 一 1) 十 … 十 FER 一 妈 十 1) 十 po 一 m2) (8-40) 
则 该 阶 系统 的 传输 算 子 为 
HE) ba baiE + +hE "+bE™ (8-41) 


1l+amE + +aE "+aE™ 
用 延 时 器 实现 该 离散 系统 ,信号 流 图 如 图 8-9 所 示 。 


Do 一 


有 1 
xn(k+1 )E lh) EF yp) 


a 


图 8-9 n 阶 离散 系统 的 信号 流 图 


取 每 一 延 时 器 的 输出 作为 状态 变量 , 即 选 维 状 态 矢 量 为 xz (k) 二 [zx (Gk) ,zs (k),…， 
za(k)], 针 对 每 一 个 延 时 支 路 的 输入 节点 列 方程 , 则 有 
zi(R 十 1) = zz(R) 
za(&R 十 1) = xs(k) 


(8-42) 
Xn-1(k 二 1) = zx,(k) 
Zn(R 十 1) aozi(&) 一 Qizz(R) 一 … 一 Ce-2To-1(R) 一 ae-iZe(R) fk) 
yk) 一 bozli(R) 十 Dizz(R) 十 … 十 po-iZm(R) 十 DerzmH(R) (8-43) 
则 描述 ” 阶 离散 系统 的 状态 空间 方程 具有 如 下 形式 
uu 0 1 0 0 x1(k) 0 
Zaz(R 十 1) 0 0 1 “0 0 Zz (k) 0 
， 一 | 翅 四 了 十 | :|7C) (8-44) 
(十 了 ao al ad2 i xn(k) 1 
ZX1(k) 
Zs(k) 
yk)=[b by :bn 0 … 0] 二 0。f(k) (8-45) 
Zn(k) 
或 简化 表示 为 


zk+1) = Azr(k) + BCE) 
(8-46) 
y(k) = Cr(k) + DFE) 
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对 应 的 A,B,C,D 和 矩阵 分 别 为 : 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 
A= 》 : B= 
0 0 0 1 0 
ao al Me Qn-1 
C=[b bh … bn 0 0] D=0 


若 交 一 2 信号 流 图 中 节点 x(k 十 1) 和 y(k) 间 出 现 增益 为 5b, 二 bs 的 支 路 ,这 时 输出 方程 
变 成 


yk)= Boni(k) ctora(k) th Tk) + [an (kK) —az(k) Oo ma zk) + fk)] 
Zz1(k) 
Za(k) 

= [bm—bao 六 一 pol … -一 puas-i]j . |+6f Ck) (8-47) 
Zz (k) 


【 例 8-10】 已 知 描述 某 离散 时 间 系统 的 差分 方程 为 
yk)+ByCk—1)+19y(k—2)+12y(k—3) = 2f(k—1)+13f(k—2)+17f(k— 3) 
试 建立 该 系统 的 状态 空间 方程 。 

解 : 由 系统 的 差分 方程 写 出 系统 的 传输 算 子 为 
2 "4 13E + IE™ 
1+8E™+19E™+12E™ 
由 传输 算 子 可 得 系统 的 信号 流 图 ,如 图 8-10 所 示 。 


H(E) 


图 8-10 例 8-10 离散 系统 的 信号 流 图 


分 别 令 三 个 延 时 器 的 输出 为 状态 变量 mm CA) 、zs(k) 和 zs(k)。 对 各 延 时 支 路 输入 节点 
列 方程 ,得 到 


Zi(R 十 1) = zs(k) 
es = Za(R) 
Xa(k 二 1) 三 一 12zl(R) 一 19zz(R) 一 8zs(R) 十 CR) 


输出 方程 为 
Yk) 一 17zi (CA) 十 13zz(R) 十 2zs(A) 


写成 矩阵 形式 ,得 到 状态 空间 方程 的 标准 形式 为 


Xi(k 十 1) 0 ¥ Ofz1 Ck) 0 
cut 上 0 0 中 em 
2 = =n 1 


Zas(R 十 1) 
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Xx1(k) 
Xs(k) 
ZX3(k) 
与 连续 系统 一 样 , 也 可 以 把 系统 传输 算 子 表示 成 其 他 形式 , 画 出 相应 的 信号 流 图 表示 ， 
编写 出 不 同形 式 的 状态 空间 方程 。 例 如 ,可 以 将 五 (E) 写 成 如 下 形式 
H(E) 2E™+13E™+17E™ 1 2 1 


y(k)=[17 13 2] 


1+8E- + 19 "+12E™ ™ ETit Es Et4 
与 此 对 应 可 画 出 并 联 形式 的 信号 流 图 ,如 图 8-11 所 示 。 


Mkt) E™! xi(k) 


Do L_ ob 


图 8-11 离散 系统 并 联 形式 的 信号 流 图 
取 每 一 个 延 时 器 的 输出 zi1(k) 、zxs(k) 和 zs(k) 作 为 状态 变量 ,可 得 到 相应 的 状态 方 


程 为 
Zi 十 1) 一 一 zi) 十 FA) 
za(E 十 1) =— 3z2 Ck) 二 f(k) 
Za(k 十 1) = 一 4z3(k) 十 f(k) 
输出 方程 为 
Yk) = Zi(R) 十 2zs(R) — xs(k) 


zk 二 1) —1 0 0]zCk) 1 
zak+lD)|=| 0 —3 ollzk) | 二 |1|FGe) 
za(k+1) 0 0 —4Jlz;c) L 


Xi1(k) 
yk)=[1 2 —1]|z(k) 


za(k) 


8.5.2 离散 系统 状态 空间 方程 的 时 域 解法 
描述 LTI 离散 系统 的 状态 空间 方程 由 式 (8-46) 的 状态 方程 和 输出 方程 组 成 , 重 写 如 下 
人 1) = Az(k)++Bf(k) 


yk) = Cr(k) + DCE) 
式 中 ,ff(k)、z(k) 和 y(k) 分 别 是 系统 的 输入 矢量 、 状 态 矢 量 和 输出 矢量 ,系数 矩阵 A,B,C,D 
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均 为 常量 矩阵 。 
当 给 定 系统 在 二 0 时 的 初始 状态 矢量 z(0) 和 k 宇 0 时 的 输入 矢量 FE) 后 ,利用 差分 方 
程 的 递 推 性 质 , 依 次 令 上 式 中 ==0,1,2,…, 就 可 以 求 得 相应 的 状态 矢量 解 zx(1) ,z(2),…。 
zx(1)= Az(0) + Bf(0) 
zx(2)= Az(1)+Bf(1) = AL[Az(0)+Bf(0)]+Bf(1) = Az(0)+AB/f(0)+B/ (1) 
z(3) 一 4z(2) 十 BF(2) 一 4[42z(0) 十 4BFC0O) 十 BFCG)] 十 BFC2) 
一 4sz(0) 十 42BF(0) 十 4BFC1) 十 BFC2) 


e00000 (8-48) 
由 此 可 得 到 状态 空间 的 时 域 解 为 
Zz(k)= Atz(0) A BFCO) 十 Ac-2BFCG1) 十 … 十 ABR 一 2) 十 BF 一 1) 
i 
= Atzr(0) 十 2)A- -iBf CO) 
i=0 
= Atz(0)+A'1Bx CR) (8-49) 


其 中 ,44 称 为 离散 系统 的 状态 转移 矩阵 。 当 ==0 时 , 式 (8-49) 的 第 二 项 不 存在 ,只 有 当 k 宇 1 
时 才 存 在 。 对 上 式 的 & 值 加 以 限制 ,于 是 ,系统 状态 矢量 的 零 输 入 解 和 零 状 态 解 分 别 为 

xa (k) = [Atzx (0)Je(k) (8-50) 

Zak) = [A Bx fC(k)Je(k— 1) (8-51) 
把 xz(4) 代 入 输出 方程 得 到 系统 的 输出 响应 为 

y(k)= Cr(k) + D/Ck) 

= CLAtz (0) +AT™'B* f(k)]+ D/C) 

= CA*z(0)+[CA‘-1B+ DB(k)]* FE) 

= CA*z(0) +h(k) x fCk) (8-52) 
其 中 ,h(k) 是 系统 的 单位 响应 矩阵 。 同 样 , 对 k 值 加 以 限制 ,可 得 到 系统 的 零 输 入 响应 和 零 
状态 响应 分 别 为 


yai(k) = [CA*zx (0) Je(k) (8-53) 
yes CR) = [h(k) x f(k) Jel(k—1) (8-54) 
在 用 时 域 法 求解 离散 时 间 系 统 的 状态 空间 方程 时 ,A* 的 计算 非常 重要 。A* 是 一 个 矩 
阵 函 数 , 可 表示 成 
A* =BI+BATBA: 二 … 二 +B 1A"™! (8-55) 
(1) 车 A 的 特征 根 A ,Xs，… ,4 各 不 相同 , 则 建立 如 下 方程 
和 二 民 十 BL 十 BX 十 … 十 B41 
洛 三 民 十 B24s 十 民 吕 十 … 十 B42 


(8-56) 


二 二 Bh 二 TB 二 一 二 Bi 
求解 该 方程 组 即 可 得 出 n 个 系数 Bo ,Bl ，… ,BB,-1。 
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(2) 若 4 的 特征 根 41 是 mm 重 根 , 则 重 根部 分 对 应 的 方程 为 
= 十 BA 十 BB 十 … 十 BA 


着 = 站 [BPA tA +B ] 
d’ & ad’ 2 n—l 
a mit 局 N 十 太 是 十 …… 十 有 -和 (8-57) 
dd! de 1 二 
十 民 本 十 … 十 BiA91] 

1 1 


求解 该 方程 组 即 可 得 到 B, ,PB ，… ,B,-1。 


【 例 8-11] 求 短 阵 4 一 | 3 | 的 矩阵 两 数 必 。 
解 : 4 的 特征 方程 为 
aal= | | X24—3=0>h = 一 3 =1 
二 你 斋 本 多 
和 矩阵 函数 A* 可 表示 为 
4 一 TI 十 BA 
代入 特征 根 , 得 到 
1 上 人 
(一 3 六 一 房 十 。( 一 3) 及 一 玫 [3 十 (一 3) 
=> 
(et 及 = 二 [1 一 (一 3)*] 
于 是 ,有 
A'=BI+BA 


1 和 | 1 | ,| 
三 一 [3 十 (一 3) 二 二 [1 一 (一 3) 
1[ ]|。 "hr | 


1 3 十 (一 9) 1 一 (一 3) 
由 es | 

【 例 8-12】 已 知 离散 时 间 系 统 模拟 框图 如 图 8-12 所 示 。 已 知 /(k) 二 6(k) ,初始 条 件 
y(0) 二 2,y(1) 二 5。 用 状态 空间 分 析 法 求 系统 输出 响应 y(k)。 


0 (4 
JAD sn es ee ee 


8-12 例 8-12 离散 系统 的 方 框图 


解 : (1) 建立 系统 的 状态 空间 方程 。 取 两 个 延 时 器 的 输出 zi (4) ,zs(k) 作 为 系统 状态 
变量 , 则 由 图 8-12 得 到 状态 方程 为 
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他 十 1) 一 Zz(CR) 


zz(R 十 1) 一 3zl(R) 一 2zz(R) 十 大 (CR) 
输出 方程 为 
yk) = 4z1 (8) — [3z1 Ck) 一 2zs(R) 十 FE)] 王 2(CE) 十 2zs(R) 一 大 (RD) 


表示 成 矩阵 形式 为 
zi(k+1) 0 11TzC)] ro 
| 
za(R 十 1) 3 一 2 儿 zs(A) 1 


(4k) =[1 2] i 十 攻 苛 关 局 
了 En) f 


(2) 计算 状态 转移 矩阵 44。 引用 例 8-11 的 结果 ,可 知 
a i 1 2 
gd | 
(3) 求 状态 矢量 解 。 为 了 确定 初始 状态 z(0) ,分 别 令 状 态 方程 中 的 k= 二 0 和 输出 方程 
中 的 k==0,1, 可 得 
we = zx:(0) 


ZX2(1) 三 3zl(0) 一 2zz(0) 十 CO) 


人 一 Zi(0) 十 2zz(0) 一 CO) Zi(0) 一 1 


之 
y(1) = zi(1) 十 2zs(1) 一 (1) 一 6zi(0) 一 3zs(0) 十 27(0) we =1 
Zz(k) = [Atz (0)Je(k) + [A Bx CA)]s( 一 1) 
代入 各 参数 ,得 到 


ZT1(k) t+ = I= 
i 十 二 x*O(k) 
za (k) 4L3 十 (一 3)t 1 一 (一 D411 4L 3 二 (一 3) 1 一 (一 3) [1 
1 1[1— (~—3)*™ 
和 e(k) 十 一 (EO—1) 
1 4[ 1 一 (一 3) 


(4) 求 输出 响应 。 由 输出 方程 可 得 系统 完全 响应 为 


XI1(k) 
(k)= [1 2 IT 
sw=0 2 he 
1 1f1—(—3)*! 
=[1 2 《Y= (k=—1) — 1]6(k) 
[ UI + ss F I+ 


3e(k) 十 本 [3 (一 3) 生 :一 2( 一 3) 和 se( 一 1) 一 CD) 
2 k=0 


(se (一 3) 大 三 


8.5.3 离散 系统 状态 空间 方程 的 Z 域 解法 
对 于 离散 系统 状态 空间 方程 , 除 直接 在 时 域 中 求解 外 ,还 可 以 在 Z 域 中 求解 。 重 写 


于 MATLAB 的 方法 
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LTI 离散 系统 的 状态 空间 方程 如 下 

Zz(k+1) = Azr(k)+BfE) 
a = Cz(k) + DfE) 


对 方程 两 边 取 Z 变换 可 得 
ZR(2)— zr(0) = AX(2)+ BF (2) 
| (8-58) 
Y(z) = CX(z) + DF (z) 
整理 得 到 
X(z) (zI —A) zzr(0) + (zI — A)- BF (<) 
he 一 C(zT 一 4)-:zz(0) 十 [CCzT 一 4) 一 有 8 十 万 ]FCz) (8-59) 
=C(zI —A) zr(0) + H(z)F(z) 
(8-60) 


式 中 , 瓦 (=) 是 离散 系统 的 系统 函数 矩阵 。 
H(z) = C(xI—A)"'B+D 
式 (8-59) 分 别 是 状态 矢量 和 输出 矢量 的 Z 域 解 , 取 其 Z 反 变换 即 可 得 到 相应 的 时 域 


解 , 即 
zx(k) = ZzT —A) zzr(0) + (zI — A)T!'BF(z)] 
=Z![(zT—A) zz]z(0)+2Z [Cz — A TB] *Z![F(2)] 
(8-61) 


yk) = ZC (xT — A) zr(0)+ H(z)F(z)] 
=2[C(— A zz(0) + 2 LH 2 [FC)] 
比较 式 (8-61) 与 式 (8-49)、 式 (8-52) ,可 得 到 离散 系统 的 状态 转移 矩阵 和 单位 响应 矩阵 为 
ZI[GI 一 :4)] (8-62) 
(8-63) 


4)->] 


A* = Z![(zI 
h(k) = QI[C(CzT —A) B+D] 


【 例 8-13】 已 知 离散 系统 的 状态 空间 方程 为 
mktD] Fo a [1 ofA 
[3 上 ed 下 | 


zi(k) 
y(k)=[1 一 epee 
初始 状态 为 z1(0) 二 1,zx2(0) 二 2, 试 用 Z 域 解法 求 系统 在 f1(k) 二 6(k),f;(k) 二 el(k) 下 的 


响应 。 
解 : 第 一 步 , 求 系统 的 状态 转移 矩阵 的 象 函数 。 
一 1 rt 
| “T+ D(z—2) 


| 
a 
第 二 步 ,计算 系统 函数 矩阵 。 
H(z)= C(xI 一 人) 一 有 8 十 也 
1 = 0 
[1 1] re 2 省。 | 
1 
CF Gat 3 2(z—1D] 


第 三 步 ,根据 式 (8-61) 求 输出 响应 。 
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y(k)= ZI[CCzI — A) zr(0)+ H(z)F(z)] 


{0 Dee 加 


1 
Ea 
GF 2 可 -| 


2 
2 1 
= 2(—1)"e(k—1) 


8.5.4 用 MATLAB 求解 离散 时 间 系 统 的 状态 空间 方程 
【 例 8-14】 已 知 离散 系统 的 状态 空间 方程 为 


xzi(k 二 +1) 0 11TzCe)] ro 
尘 十 | |fCk) 
za(& 十 1) 一 2 3J|z,ck) i 
yk) 1 1]fx(k) 市 哺 
一 十 | 17 
ys(k) 2 一 1jLz Ce [Lo 


初始 状态 为 z1(0) 二 1,zxs(0) 二 1, 试 求 系统 在 /(k) 二 e(k) 下 的 数值 解 。 


=z'| 


A=[01; -23]; 
B=[0;1]; 

C=[11;2 -1]; 

D= [1;0]; 

x0= [1;1]; 

N= 20; 

f= ones(1,N); 

SYS = ss(A,B,C,D,[]); 
y= lsim(sys,f,[],x0); 
subplot(2,1,1) 
yl=y(:,1)'; 
stem((0:N—1),y1,'.'); 
grid; 

title( 'Output response') 
xlabel( 'k') 

ylabel( 'y1') 
subplot(2,1,2) 
Y=y(:,2)'; 

stem( (0:N—1),y2,". '); 
grid; 

xlabel( 'k') 

Ylabel( 'y2') 


运行 结果 如 图 8-13 所 示 。 
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2 x105 Output response 
1:5 
1 | 
0.5 
0 Js ey a | | | 
0 2 4 6 8 n 12 14 16 18 2 
10 
加 0 二 一 | I | 
.。 pp 
0 137 14 16 18 


人 
k 


20 


图 8-13 例 8-14 输出 响应 的 数值 解 


8.6 系统 函数 矩阵 与 系统 稳定 性 


一 个 因果 连续 系统 ,如 果 其 系统 函数 电 (s) 的 所 有 极点 都 位 于 ;平面 的 左 半 平面 上 , 则 
该 系统 是 稳定 的 。 一 个 因果 离散 系统 ,如 果 系 统 函 数 厅 (z) 的 所 有 极点 都 在 < 平面 的 单位 
圆 内 , 则 系统 是 稳定 的 。 
在 状态 空间 描述 中 ,连续 系统 的 系统 函数 矩阵 为 
H(s) = C(sI—A)-'B+D 
式 中 的 B,C,D 对 时 不 变 系 统 而 言 .都 是 常数 矩阵 。 所 以 ,HGs) 的 极点 仅 取决 于 特征 方程 
1sI—A|=0 
即 矩阵 4 的 特征 根 。 
由 此 可 见 ,在 连续 系统 的 状态 空间 描述 中 , 当 系 数 和 矩阵 A 的 特征 值 全 部 位 于 * 平面 的 左 
半 开 平面 上 时 ,系统 是 稳定 的 ; 否则 ,系统 是 不 稳定 的 。 
矩阵 A 的 特征 根 在 s 平面 上 的 分 布 情况 仍 可 用 罗斯 - 霍 尔 维 效 准 则 判定 。 
同样 ,离散 系统 函数 矩阵 豆 (=) 的 极点 是 如 下 特征 方程 的 根 , 即 矩阵 4 的 特征 根 。 
1zI—A|=0 
即 在 离散 系统 的 状态 空间 描述 中 ,只 有 当 系 数 和 矩阵 A 的 特征 根 全 部 位 于 < 平面 上 单位 圆 内 
时 ,系统 才 是 稳定 的 ,否则 是 不 稳定 的 。 
判定 矩阵 4 的 特征 根 是 否 在 单位 圆 内 可 应 用 朱 里 准则 。 
【 例 8-15】 某 连 续 系 统 的 状态 空间 方程 中 ,其 系数 矩阵 A 为 
0 0 
—K 一 1 | 


| 


站 三 


试问 当下 满足 什么 条 件 时 ,系统 是 稳定 的 ? 
解 : 根据 矩阵 4 的 特征 多 项 式 
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| 0 
a #4 下 | 
0 1 S 十 4 


罗斯 阵列 为 
4 
5 4K 
4K 
We 
4K 


若 A4 的 特征 根 均 位 于 s 平面 的 左 半 开 平面 上 , 则 必须 要 求 罗斯 阵列 的 第 一 列 数 均 大 于 零 , 因 
此 有 
20 > 4 开 
>0<K<5 


4k 二 0 
即 当 0<K<5 时 ,该 系统 是 稳定 的 。 
【 例 8-16】 给 定 LTI 离散 系统 的 信号 流 图 如 图 8-14 所 示 。 
03 


0.1 
图 8-14 例 8-16 输出 响应 的 数值 解 


试问 满足 什么 条 件 时 ,系统 是 稳定 的 ? 

解 : 由 系统 流 图 可 得 系数 矩阵 A 为 
0 1 0 
0 0 1 
= 


A= 


于 是 得 到 A 的 特征 多 项 式 


z a | 0 
| 0 z = ete 
-0 EK 关 一 02 
排出 朱 里 表 为 
1 = K 二 证 
= K 4 1 


0.99 0.1K=0.2 K=0.2 

根据 朱 里 准则 , 若 系统 是 稳定 的 , 则 必须 有 
P(1)=1—0.2+K—0.1= K+0.7>0 
(一 D?P( 一 1) 一 (一 1D)( 一 1 一 0.2 一 开 一 0.1) 一 玉 十 1.3 之 0 
0.99 之 | K—0.02| 
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满足 上 述 三 个 不 等 式 的 KK 值 范围 为 
—0.7<K<=1.01 
因此 ,系统 稳定 的 条 件 是 : 一 0. 7 二 K<=1.01。 


习题 
8-1 电路 如 图 8-15 所 示 ,建立 系统 的 状态 方程 。 
29 站 0.5Q 0.59 
一 ] 一 
i Yi 
Ss 19 
+ + + 
和 i IF 天 xc “(|) 0.24F=E uc 1H 
2H 一 所 
(a) (b) 
图 8-15 题 8-1 图 


8-2 写 出 如 图 8-16 所 示 电 路 系统 的 状态 方程 。 


图 8-16 题 8-2 图 


8-3 ”描述 某 连 续 系 统 的 微分 方程 如 下 , 试 建立 其 状态 空间 方程 。 
(1) yD D+y D+2yD) = O20); 
(2) yD+AY DY +3y) = 0 +2 0 +5f0); 
(3) 2y” 0D) —3y(0)=/"0)—2f0), 
8-4 描述 连续 系统 的 微分 方程 组 如 下 , 写 出 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 。 
(1) MDI D2y (0 一 万 ( 刘 十 户 (0D; HDAy Dy =f —3f2(0); 
(2) yy =f 0); Hy + 0) ty (=f (1)。 
8-5 已 知 连 续 时 间 系 统 的 系统 函数 如 下 , 画 出 直接 形式 的 信号 流 图 , 列 写 系统 的 状态 
方程 和 输出 方程 。 
38 十 25 十 1 
3 十 42 十 3s 十 2 
35 
5 十 452 十 3s 十 2 


4s3 十 16% 十 23s* 十 13 
Cs Cat2Y “ 


ay HS= 


(2) H(s)= 


(3) H(s)= 
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8-6 已 知 连续 时 间 系统 的 信号 流 图 如 图 8-17 所 示 , 试 建立 其 状态 空间 方程 。 


OA 

pr A 5 
-2 

图 8-17 题 8.6 图 


8-7 已 知 系 统 函 数 微分 方程 为 
y+5y +6y0) = 2f 0)+5 
分 别 画 出 直接 形式 和 并 联 形 式 的 信号 流 图 ,并 分 别 在 所 夯 流 图 上 建立 状态 方程 和 输出 
方程 。 
8-8 给 定 系 统 的 状态 方程 为 
ziD]_ fl 一 2]fzi(o) 
[0 d= | "| 0 
初始 状态 z(0- ) 二 [3,2]"。 试 用 两 种 方法 求 系统 的 状态 矢量 。 
8-9 已 知 系数 矩阵 方程 参数 如 下 ， 


+ 
二 1 二 
若 初始 状态 z(0- ) 二 [1,1]7 ,输入 /(1) 二 ce(1)。 试 求 状态 转移 和 矩阵、 系统 函数 矩阵 ,状态 矢 
量 和 输出 响应 。 

8-10 已 知 描述 某 离散 系统 的 差分 方程 为 

y(R 十 3) 十 8y(R 十 2) 十 17y(E 十 1) 十 10y(CR) 6f(k 和 十 29 十 1177 二 由 趟 197(8) 
试 建立 其 状态 空间 方程 。 

8-11 某 离散 系统 的 信和 号 流 图 如 图 8-18 所 示 。 试 建立 其 状态 空间 方程 。 


1 
=—o Mk) 


图 8-18 题 8-11 图 


8-12 ” 某 离 散 系统 的 信号 流 图 如 图 8-19 所 示 。 写 出 以 zi 、zs 为 状态 变量 的 状态 方程 
和 输出 方程 。 


图 8-19 题 8-12 
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8-13 已 知 系统 的 状态 空间 方程 为 
0 6 
strD-| seh 
8 4 
二 污 
y(k) = [太志 +) 


输入 信号 /二 ( 圭 】(4)。 试 用 时 域 法 求 状态 转移 逢 阵 和 系统 的 零 状 态 响应 。 


8-14 试用 2 域 法 求解 题 8-13。 


8-15 如 图 8-20 所 示 连 续 系统 的 框图 ,其 中 子 系统 了 (9) 一 -2 _ ,Ha:(C) 一 :2 
s+a s+1 


(1) 写 出 以 zx1(7) .zs(7) 为 状态 变量 的 状态 方程 和 输出 方程 。 
(2) 为 使 该 系统 稳定 ,常数 a,b 应 满足 什么 条 件 ? 


1 


+ 


Fls) Oe HG) | rs) 
2 |) | — 
图 8-20 题 8-15 图 


8-16 已 知 单 输入 - 单 输出 离散 系统 的 状态 方程 与 输出 方程 分 别 为 
Zi(R 十 1) 一 5 —1][zx(k) 2] 
[sara] ee 
Zs(k 二 2) 3 —1jJLz:(k) 5 

Xi1(k) 

Zs(k) 


y(k) = [1 a | 


(1) 求 系统 的 差分 方程 ; 

(2) 求 系统 的 单位 响应 函数 ; 

(3) 判断 系统 的 稳定 性 。 

8-17 试用 MATLAB 建立 题 8-3 的 状态 空间 方程 。 

8-18 试用 MATLAB 建立 题 8-5 的 状态 空间 方程 。 

8-19 试用 MATLAB 求 题 8-8 的 状态 矢量 。 

8-20 试用 MATLAB 求 题 8-9 的 状态 方程 和 输出 方程 的 解 ,并 画 出 其 时 域 波 形 。 

8-21 试用 MATLAB 求 题 8-13 的 状态 方程 和 输出 方程 的 解 ,并 画 出 其 数值 解 的 波形 。 
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